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Resumo

O presente trabalho concentra-se na aplicagao e na apresentacao dos
aspectos gerais sobre o desenvolvimento do médulo computacional es-
pecifico para a andlise linear de estruturas planas submetidas a agéo de
cargas externas. Esse modulo faz parte do pacote de solucao do programa
computacional NASEN. A programagao numérica do médulo é concebida
de forma estruturada e desenvolvida em ambiente MATLAB. A teoria fisica
desse modulo tem como base os conceitos de elementos estruturais uni-
dimensionais, de placas delgadas e da elasticidade plana. A solugao
dos modelos estruturais é fundamentada nos procedimentos aproximati-
vos de elementos finitos. Buscando verificar a aplicabilidade do maodulo,
a investigacdo numérica é norteada por quatro problemas fisicos associ-
ados ao comportamento de vigas unidimensionais sob base elastica, de
uma placa fina retangular, de uma viga bidimensional engastada-livre e
uma chapa tracionada com orificio circular. Os resultados obtidos com o
médulo do programa desenvolvido apontam para um comportamento pa-
relho em relagdo as solugdes de referéncias utilizadas nos casos testes
estudados, indicando a precisao e a boa performance do cédigo.
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Abstract

The present work focuses on the application and presentation of general
aspects about the development of the specific computational module for
the linear analysis of plane structures subjected to the action of external
loads. This module is part of the solution package of the computer pro-
gram developed and called NASEN. The numerical programming of the

Keywords module is designed in a structured way and developed in a MATLAB envi-
g'trr‘l'jstfr':sme”ts ronment. The physical theory of this module is based on the concepts of
Computational Code one-dimensional structural elements, thin plates and plane elasticity. The
Engineering solution of the structural models is based on the approximate finite element
Physics-Mathematics procedures. Seeking to verify the applicability of the module, the numerical

investigation is guided by four physical problems associated with the beha-
vior of one-dimensional beams under elastic base, a thin plate rectangular,
a free-clamped two-dimensional beam and a traction plate with a circular
hole. The results obtained with the developed program module point to a
similar behavior in relation to the reference solutions used in the test cases
studied, indicating the precision and good performance of the code.

1 Introducao

A simulagao computacional € uma area que teve um crescimento pronunciado nas Ultimas
décadas devido ao avancgo tecnoldgico. Por consequéncia dessa evolugao constante e da disponibi-
lidade de novos recursos computacionais, torna-se notério uma vasta movimentacao de pesquisas
que utilizam técnicas numéricas destinadas a solugao de diferentes fenémenos fisicos presentes
na natureza. Esses fenbmenos contemplam problemas em iniUmeros campos da ciéncia, como nas
areas da mecanica dos sélidos, termofluidos, acustica, eletromagnetismo, biomédicas, dentre ou-
tras. Além disso, os aprimoramentos e as atualizagdes computacionais acerca da velocidade de
processamento, desempenho grafico e armazenamento de dados, que surgem com o0 avango tem-
poral, possibilitam ao meio cientifico e industrial a solucdo de diferentes problemas complexos de
interesse por meio de métodos numéricos, uma vez que existe capacidade computacional disponivel

para a simulagao (MALISKA, 2017).

As ferramentas de solucao de problemas de engenharia podem ser divididas didaticamente
em duas classes: os procedimentos tedricos e os experimentais. Os ensaios em laboratérios buscam
descrever, em escala real ou reduzida, um problema encontrado na natureza, sendo que esse tipo
de procedimento fornece resultados com maior grau de realismo para analise do comportamento
do fenémeno fisico. Contudo, a ciéncia experimental enfrenta obstaculos, como o elevado custo

financeiro em relagcao a mao de obra e equipamentos, espaco fisico de execucgao, dificuldades nas
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medigOes e problemas de escala. Nesta linha, inUmeros estudos cientificos sdo direcionados para

utilizagao de modelos teoricos.

Os métodos analiticos e numéricos compdem, basicamente, a classe dos métodos teoricos.
Inicialmente, um modelo matematico visa representar um fendmeno real da natureza, onde na sua
construcao sao utilizados principios conservativos, leis fisicas, relagdes constitutivas, condigdes de
contorno, dentre outros. A maioria dos problemas fisicos de engenharia apresenta um compor-
tamento nao trivial, por exemplo, ndo linearidades do material, imperfeicdbes geométricas, carac-
teristicas plasticas, processos transientes, acoplamentos fisicos e matematicos. Sendo assim, como
os problemas apresentam diferentes complexidades, recorrentemente na engenharia emprega-se
hipéteses simplificadoras de calculo, dentre elas, pode-se citar, por exemplo, a hipotese de Win-
kler — que estabelece que o recalque do solo (ou base elastica) é proporcional ao deslocamento, a
hipdtese de material isotrépico — que afirma que tem as mesmas propriedades independente de qual
seja a direcao observada (ZIENKIEWICZ; TAYLOR, 2005; TIMOSHENKO, 1979). Além disso, no di-
mensionamento de estruturas de concreto, normalmente desprezada a pequena resisténcia a tragcao
do concreto, considerando somente a sua fungao principal de absorver as tensées de compressao
(CARVALHO; FIGUEIREDO FILHO, 2014). Desta maneira, dependendo das aproximacdes adota-
das, esses modelos podem fornecer resultados aceitaveis para predizer a realidade ou simplificacdes
acerca do comportamento do problema, exigindo um aprimoramento dos parametros da construgao
do modelo e, por vezes, a revisao do modelo a fim de obtermos melhores resultados. Além disso, é
comum encontrar solugdes analiticas somente para problemas especificos, com geometrias e pro-
cessos fisicos simplificados, onde sao, frequentemente, utilizados, por exemplo, para calibragem de

um programa computacional ou estudo inicial do problema fisico.

As solucoes aproximadas obtidas por meio de técnicas numéricas sao utilizadas como uma
alternativa para as solugdes analiticas desses problemas. Deste modo, a utilizagado de métodos de
aproximagao € uma excelente alternativa para a solugao de problemas com maior nivel de complexi-
dade, uma vez que existe uma crescente evolucao dos dispositivos computacionais, como também
nos aprimoramentos dos métodos numéricos utilizados nas solugoes. Neste contexto, dentre as
técnicas aproximadas usuais na engenharia, como pioneiro, 0 método das diferengas finitas (MDF)
destaca-se pela sua simplicidade e eficiéncia na solucao. A seara computacional ganhou ferramen-
tas robustas de solugao por meio do surgimento, em diferentes periodos, do método dos elemen-
tos finitos (MEF) e o método dos volumes finitos (MVF), expandindo a solugao de problemas em

inUmeras areas da engenharia, como na mecanica dos sélidos e dos fluidos. Com o avanco ma-
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tematico e numérico desenvolveram-se otimizagdes e melhorias, corroborando para os surgimentos

de novos métodos, como o método dos elementos de contorno (MEC) e o método meshless.

O comportamento dos elementos estruturais esta associado as caracteristicas do sistema,
efeitos e comportamentos, tais como vibragdes, grandes deslocamentos e/ou rotagdes, nao lineari-
dades, plasticidade e variagoes térmicas. Desta maneira, as simulagdes numéricas buscam repre-
sentar aproximadamente um modelo fisico real, contudo, existem limitagdes e dificuldades na criagao
de um modelo computacional com maior verossimilhanca possivel da realidade (NEVES; SOUZA;
PINHEIRO, 2018). Atualmente, no cenario computacional da engenharia estrutural, tem-se progra-
mas computacionais comerciais que possuem aplicabilidade em inimeras areas de conhecimento,
tais como ANSYS, ADINA e ABAQUS, caracterizados pelo investimento preliminar consideravel,
além de treinamentos e renovagoes de licencas. Em contrapartida, existem também os programas
particulares que sao direcionados a solugao de problemas especificos, apresentando menor custo
inicial. Todavia, eles ndo possuem uma vasta biblioteca de utilidades para solucado de problemas
em diferentes areas fisicas, por exemplo, para analises de estruturas sob acao de incéndio cita-se
o programa SAFIR (FRANSSEN, 2005), em relagao aos problemas da dinamica de fluidos pode-
se mencionar o programa EasyCFD (LOPES, 2010), para analise térmica bidimensional em regime
transiente de estruturas em condigdes de incéndio cita-se o programa ATERM (PIERIN; SILVA; LA
ROVERE, 2015) e para a analise estrutural existe inimeros programas desenvolvidos, como o FTool
(MARTHA, 2002), LESM (RANGEL; MARTHA, 2019), INSANE (PITANGUEIRA et al., 2008) € CS-
ASA (SILVA; PRADO; SILVEIRA, 2013).

Em ambas as escolhas existem vantagens e desvantagens, sendo necessaria uma analise
do usuario em relagao ao problema de interesse e a ferramenta computacional a ser utilizada. Dentro
do contexto mencionando, observa-se que devido a demanda de aplicacdes de problemas ao nivel
industrial, utilizam-se, rotineiramente, programas comerciais que estao consolidados no mercado, o
que garante maior confiabilidade nos resultados. Contudo, pelo fato do usuario nao realizar os de-
senvolvimentos numéricos e matematicos diretamente nos programas comerciais, deve-se garantir
um entendimento basico acerca dos principios fisicos-matematicos e dos procedimentos gerais de

solugao adotados no programa, a fim de satisfazer o binémio simulagao-segurancga.

A implementacao computacional baseada na aplicagao de técnicas numéricas, como o método
dos elementos finitos, baseou-se por muito tempo na programacao estruturada realizada em C ou
Fortran. Contudo, novos recursos computacionais estao disponiveis, como a linguagem de alto nivel,

presentes no MATLAB, Julia e Python, que fornecem, por exemplo, rotinas internas de calculos
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pré-estabelecidos no sistema e interfaces graficas iterativas. Sendo assim, as pesquisas sobre
implementagao autoral buscam aproximar o campo académico-cientifico com a area industrial, ou
seja, os problemas praticos de interesse sao encaminhados para os centros de pesquisas ou uni-
versidades que visam realizar estudos numéricos, por meio de técnicas e principios fisicos, a fim
de compreender o comportamento do elemento em andlise. Contudo, em muitas situagoes, os pro-
gramas comerciais ndo possuem pacotes e recursos suficientes para solucionar um determinado
problema fisico, recorrendo-se ao desenvolvimento de cddigos computacionais autorais. Desta ma-
neira, a implementagao computacional, além do baixo custo de investimento, possibilita o controle
das rotinas numéricas internas do codigo, sendo que usualmente tais recursos sao indisponiveis em
programas comerciais e ainda, a longo prazo, é possivel a construcao de um codigo computacional

eficiente que permite a concatenacao de diversas analises de problemas de engenharia.

Neste contexto, apresenta-se neste artigo o sistema computacional denominado NASEN (Nu-
merical Analysis System for Engineering). Esse programa foi desenvolvido em ambiente MATLAB e
¢ dividido em moddulos capazes de realizar analises numéricas avangadas de inUmeros problemas
classicos de engenharia. O sistema computacional implementado enquadra-se na solugao inicial de
problemas para diferentes areas de conhecimento da engenharia. Até 0 momento, o programa é di-
vidido em quatro campos fisicos de aplicacao de interesse para engenharia: area estrutural, térmica,
termoestrutural e acustica (ver Figura[f). No trabalho de Neves (2019a), apresenta-se os procedi-
mentos numéricos de solucao, a légica de programacao utilizada na implementacao dos moédulos e

a modelagem fisica e matematica geral dos problemas.

Figura 1 — Areas fisicas e caracteristicas das analises disponiveis no programa NASEN.

Fonte: Elaboragao dos autores (2020).
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O médulo computacional especifico NASEN/SA (Structural Analysis) possibilita realizar analises
estruturais de natureza linear e ndo linear. No presente artigo visa-se explorar somente as funcio-
nalidades e capacidades do modulo para a analise linear de estruturas, investigando os problemas
descritos pelos modelos lineares com base nas teorias de elementos unidimensionais, de placa

delgadas e da elasticidade plana.

2 Aspectos Fisicos-Matematicos do Modelo Computacional

O background fisico e matematico empregado na construgao do médulo computacional es-
pecifico para analise linear de estruturas, tem como base as formulacoes de elementos estruturais
planos de viga (em inglés, beam), de placa delgada (em inglés, thin plate) e da elasticidade bidi-
mensional. O comportamento fisico desses elementos sdo governados por equagdes diferenciais
(ordinarias ou parciais) com diferentes naturezas, que dependem das caracteristicas fisicas do pro-
blema abordado, por exemplo, os efeitos reativos (reacdo do solo em uma viga de fundacao, por
exemplo), as ndo linearidades dos materiais, efeitos dinamicos e de grandes deslocamentos/rotacoes.
Usualmente, esses modelos sao traduzidos matematicamente a partir de trés fundamentos basicos
da mecanica dos solidos: as relacées de equilibrio entre forcas e tensdes, compatibilidade entre

deslocamentos e deformacoes, e as leis constitutivas dos materiais.

Na modelagem matematica, o material apresenta um comportamento elastico-linear, ou seja,
a relacao tensdo-deformacdo permanece no regime definido pelo limite de proporcionalidade (fre-
quentemente conhecida como lei de Hooke). Para deformagdes fora desse limite, o comportamento
da estrutura torna-se inelastico, devendo ser empregado outro tipo de estratégia de solugdo nao-
linear, conforme pode visto em Ziemian e Mcguire (2002) e Argyris et al. (1982). Além disso, adota-
se somente os efeitos de primeira ordem, isto é, pode-se escrever as condi¢coes de equilibrio em
relagcao a configuragao indeformado da estrutura. Para efeitos de segunda ordem, a solugao deve
ser direcionada com base em métodos incrementais-iterativos, como pode ser visto em Torkamani,

Sonmez e Cao (1997) e Maximiano et al. (2019).

Desta forma, em relagao aos elementos planos unidimensionais, o programa NASEN permite
estudar o comportamento de vigas, trelica e estruturas aporticadas. Nesta pesquisa, estuda-se, em
particular, o comportamento de vigas sob acado de efeitos reativos e de tracdo. Sendo assim, o
elemento de viga é descrito pela equacao diferencial de 42-ordem, caracterizado pela teoria classica

de Euler-Bernoulli, e considerando termos adicionais provenientes da agao do esforgo axial de tragao
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(T) e os efeitos reativos da base elastica, conforme apresentado na Equagéo (T):

dd; <EIZ2;2)> — % <T§Z> + kyv = gy(x) (1)
onde E € o modulo de elasticidade, I € o momento de inércia, k, = kob, sendo que ky € 0 um
coeficiente de recalque da base elastica e b é a base da viga. Além disso, v e ¢, sao, respectiva-
mente, o campo de deslocamento transversal e o carregamento distribuido ao longo da viga. A teoria
Euler-Bernoulli de vigas foi proposta em meados do século XVIII, quando Leonhard Euler expandiu
os estudos prévios desenvolvidos por Daniel e Jacob Bernoulli, conforme pode ser visto em Euler
(1744). Essa teoria carrega diversas simplificacdes, dentre elas, destaca-se a negligéncia dos efei-
tos dos cisalhantes, da premissa de pequenas deformacoes e a hipétese de Bernoulli — que afirma

que as secoes transversais da viga permanecem planas apos a deformacao.

Para estudar o comportamento de placas delgadas (ou finas) emprega-se a teoria de Kir-
chhoff. De maneira simplificada, essa teoria apresenta uma semelhanca com a teoria de vigas
de Euler-Bernoulli, contudo, desenvolvida no ambito bidimensional. Sendo assim, diferentemente
do elemento unidimensional de viga, esse tipo estrutura é governada por uma equagao diferencial

parcial, definida pela presenga do operador biharmonico, conforme posto a seguir:

o*w ow ot q.(x,y) ERh3
ox? + 28:6283/2 + oyt D b= 12 (1 —v2) )

em que w e ¢, sao 0s campos de deslocamento e do carregamento distribuido na dire¢éao z, res-
pectivamente, v é o coeficiente de Poisson e h € a espessura da placa. Por fim, existem classes
de problemas estruturais da engenharia que respeitam certas configuracées de geométrica e carre-
gamento que possibilitam ser analisados em um espaco bidimensional, ou seja, grandezas fisicas
como tensao, deformacgao e deslocamento dependem somente de duas variaveis espaciais. Neste
cenario, tais classes sao conhecidas como estado plano de tensao ou deformacdao. Com base na

teoria da elasticidade bidimensional, as equagdes governantes sdo apresentadas na Equagao (3).
VSTO'—i—b:O; o= FE¢ e =Vu (3)

onde V é o operador diferencial da relacéo cinematica, o é o vetor de tensoes planas (0., oyy €
ozy), b & o vetor de forca de campo, u é vetor de deslocamento (u e v) e E é a matriz elastica do
material. Além disso, na pratica da engenharia, € comum definir em projetos critérios de ruptura
de elementos estruturais. Sendo assim, considera-se o critério da teoria da energia de distorgao
maxima aplicavel a materiais ducteis (ou critério de von Mises), a tensao efetiva (o,,,,) € expressa

matematicamente pela Equagao em funcao das tensdes principais (o1, o2 € o3) contidas no

REMAT, Bento Gongalves, RS, Brasil, v. 7, n. 1, p. €3016, 30 de junho de 2021.



Natan Sian das Neves 8

elemento estrutural.

S \}i (01 — 09) + (03 — 03)2 + (05 — o) (4)

Neste contexto, deve-se salientar um ponto importante na concepgao desses modelos dife-
renciais representativos dos comportamentos fisicos de elementos estruturais da engenharia, con-
forme apresentado nas Equagoes (T)-(4). Sendo assim, a analise de estruturas é fundamentada na

construcao de modelos matematicos que representem adequadamente o problema real.

Em diferentes circunstancias, utiliza-se idealizagées estruturais que apresentam grandes
aplicabilidades nos problemas de engenharia (WEST, 1989). Para exemplificar esse ponto, a Fi-
gura[2 apresenta um croqui puramente didatico para mostrar a idealizagdo dos modelos estruturais.
Quando realiza-se uma investigacao conceitual sobre a concepgao dos modelos estruturais € impor-
tante considerar a ordem de grandeza das dimensoes fisicas dos problemas de engenharia. Para um
elemento reticulado, a dimensao do eixo da barra é predominante em relacao as outras dimensodes
(¢ > b,h). Em contrapartida, para o elemento da elasticidade plana considera-se que a largura da
peca real € pequena em relagdo as demais dimensoes (¢,h > b). Por fim, o elemento de placa
fina considera que a espessura seja pequena (¢,b > h). Cada elemento apresenta um numero de
graus de liberdades (GL) diferente em virtude da natureza e comportamento fisico das estruturas: (i)
elemento de viga (2GL) - uma translagao (x, y) e uma rotacao (z); (ii) elemento de placa (3GL) - uma

translacéo (z) e duas rotacdes (X, y) e (iii) elemento da elasticidade (2GL) - duas translagdes (x, y).

Figura 2 — Esquema didatico simplificado representativo dos modelos estruturais da engenharia.

Fonte: Elaboragao dos autores (2020).
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Recorrentemente na engenharia estrutural, para solucao das equacdes diferenciais gover-
nantes dos problemas fisicos, utiliza-se os procedimentos numéricos do método dos elementos fi-
nitos (MEF). Contudo, deve-se destacar que esse método € uma extensao natural da técnica de
residuos ponderados, que busca encontrar uma solugao aproximada direcionada pela minimizagao
de um residuo proveniente da equacgao diferencial (REDDY, 1993). A sentenga basica do método é
posta na Equacéo (5),

/WdeQ =0 i=1,..,n (5)
Q

onde W; é denominado de fungao auxiliar (também chamada de fungdo peso ou funcao teste) e o
residuo € dado por R = p (@) , em que p € um operador diferencial e @ € a aproximagao da fungao
desconhecida do problema fisico. Sendo assim, aplicando a sentenca de residuos nas equacgdes
diferenciais governantes dos problemas e com base nos fundamentos do célculo diferencial-integral
(ZIENKIEWICZ; TAYLOR, 2005), chega-se em um sistema algébrico, conforme posto na Equacao
®.

[K]{d} = {F} (6)
em que K €& a matriz de rigidez, d é o vetor de deslocamentos nodais e F' é o vetor de forcas
devido aos carregamentos distribuidos e concentrados atuando nas estruturas. De modo geral, uma
das premissas basicas dos procedimentos de calculo do método do elementos finitos € aproximar
o campo de deslocamento geral da estrutura (U*) como uma combinagdo linear entre os valores
nodais (U;) e as fungdes de interpolagéo (ou fungdes de forma) N;—; 2 ., Sendo n 0 nimero de nds
dos elementos, conforme apresentado na Equagéo (8).

Ukzzn:Uij =U Ny + -+ U,N,, k=1,2,3,.. (7)

j=1

E importante de salientar que U* depende do tipo de modelo estrutural estudado, por exem-

plo, para elementos da elasticidade plana (k = 2), os campos de deslocamento primarios sdo U = u
e U? = v. Em contrapartida, para elementos de placas delgadas (k = 1), o campo primario é o des-
locamento transversal da placa, U' = w (ver Equagéo (2)). Todavia, é de interesse recorrente da
engenharia escrever o deslocamento transversal da placa em fungéo dos deslocamentos (w;) e das
rotagoes (6;) nodais, introduzindo um elemento de placa com 3 graus de liberdade. Conforme pode

ser visto na Figura[2, pode-se generalizar esta ideia de forma matricial, conforme posta a seguir:

{U} = [N]{d} (8)

em que N € a matriz geral que contém as fungdes de forma dos elementos estruturais. Como

pode-se ver na Equagéo (9), cada tipo de elemento estrutural apresenta um vetor de deslocamentos
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nodais diferente, uma vez que os graus de liberdades de interesse sao diferentes para cada tipo de
modelo.

{d}e™ = {vy O.1 ... vy O.n)}T

late (9)
{d}p :{w1 9951 le

wa O Hyg}T {d}Elas ={u; v1 ... uy vn}T

O procedimento de calculo da matriz de rigidez de cada elemento segue um padrao de
formagao, dado por: [K] = [ [B]” [D][B]dV, onde a matriz B é obtida pelas relagdes cinematicas e
a matriz D associada ao cgmportamento elastico do material. Desta forma, cada modelo estrutural
da engenharia apresenta uma formulagao particular para essas matrizes associadas aos comporta-
mentos fisicos de cada problema (NEVES, 2019b). Sendo assim, primeiramente, a matriz elementar
de rigidez do modelo unidimensional de viga € composto pela superposicao do comportamento axial

de barras e de flexao de vigas, conforme posto na Equagéao (10),
. H2N2 T &2N? ON? T ON?
Kbeam = kij = / |: Ox2 :| [EI] o2 dx—’_/ |: or :| [T]
L L

81:
em que ET € a rigidez de flexdo. O elemento de placa fina de Kirchhoff apresenta uma matriz

dr+ [ [N k) [N?]dz (10)
/

cinematica semelhante ao comportamento de vigas de Euler, todavia, no contexto bidimensional,

conforme mostra a Equagao (11).

ak TN
. 0°N; 02N
Kplate = ZJ T 12 // 8:(/2 v 1 0 8y2 dA (11)
0*N? 0 0 (1-v)/2 | |5*N?
| 0z0Yy | L Ox0y

Por fim, a matriz de rigidez de um elemento plano da elasticidade segue a Equagéo (12),

valida para o estado plano de tensao (EPT),

T

4 ON?
o0 1 v 0 0
e aN E aN*
Keelas - klj - b// 04 Tyﬁ} 1— .2 v 1 0 8](3[4 d?\fyi dA (12)
A ANt DN 1 N
5 or 00 A=-v/2|| 5 =

onde N2, N3 e N4 sdo, respectivamente, as fungdes de interpolacdo de flexdo de vigas, de placas
finas e da elasticidade plana. De acordo com a matriz de rigidez local (K©) das estruturas analisadas,
a matriz cinematica (B) de cada tipo de elemento segue um padrao de formagao, conforme pode ser
visto nas Equagdes (10)-(12). Vale destacar também que as integrais presentes na construgdo das
matrizes de rigidez local, usualmente, sdo computadas por meio de integragdo numérica de Gauss.
Em alguns casos especificos, dependendo da escolha da fungao de interpolacao, pode-se empregar

a integracao analitica, conforme pode ser visto na literatura (REDDY, 1993).
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3 Implementacao Computacional

O moddulo especifico, NASEN/SA, foi desenvolvido em ambiente MATLAB (2010) devido
ser uma linguagem de programagdo de alto nivel e com um boa produtividade no decorrer da
implementacgao, permitindo usar fungoes e rotinas avancadas predefinidas, como solugao de siste-
mas lineares, calculo simbdlico, dentre outras funcionalidades. Convém enfatizar que tal ferramenta
ainda proporciona uma facilidade na visualizagdo dos resultados de problemas de engenharia de-
vido ao conjunto de ambientes graficos didaticos. A implementacao computacional do moédulo para
andlise linear de estruturas do programa NASEN ¢é realizada com base em uma programagao es-
truturada. Sendo assim, a Figura [3|apresenta um fluxograma geral dos principais aspectos e ldgica

utilizada no desenvolvimento do cédigo.

Figura 3 — Estrutura geral de programacao do cédigo computacional para andlise linear de estruturas.

Fonte: Elaboragao dos autores (2020).

A estrutura geral de uma simulagao computacional de um problema fisico da engenharia

transita por trés pilares: pré-processamento, processamento e pds-processamento. Na etapa inicial,
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0 programa necessita da leitura de arquivos de entrada, contendo informacdes preliminares sobre
as estruturas, como os nds e elementos da malha, conectividade, tipo de elemento, condigoes de
apoio e dentre outras informacdes. A geracao de malha bidimensional do programa é auxiliada pelo
software free GMSH (GEUZAINE; REMACLE, 2009).

Na etapa seguinte, realiza-se os calculos e os procedimentos numéricos indicados para a
resolugao do problema, como a montagem das matrizes/vetores, integragdes numéricas e a solugao
do sistema linear. Por fim, apds obter a resposta primal do problema, realiza-se os calculos se-
cundarios, como reagoes de apoio, tensoes e deformacdes. Nessa Ultima fase utiliza-se diversos
recursos graficos para auxiliar na investigacdo do comportamento fisico. No programa NASEN, o

pds-processamento é realizado com base nos ambientes graficos iterativos do MATLAB.

4 Exemplos Numéricos de Aplicacao

A experimentacao numérica tem como base a investigacao de problemas fisicos de natu-
reza estrutural descritos pelos elementos reticulados, de placa e da elasticidade. Para avaliagao de

desempenho do programa NASEN, utiliza-se a métrica de erro percentual (A) a seguir:
|AG](%) = 100 % | X} = Xfepl/| Xl (13)

onde X, € a solugdo numérica obtida com base no programa NASEN e X,.; é a solucéo de
referéncia do problema, usualmente, igual a solugao analitica do problema fisico. As vezes, por conta
do desconhecimento dessa solugao, utilizam-se resultados de testes numéricos/experimentais. O
erro médio percentual da amostragem total de dados € calculado: > |A|/n, sendo n a quantidade

da amostragem.
4.1 Viga sob base elastica submetida a acao de carregamentos externos

Na presente segao, visa-se avaliar a eficiéncia do modelo computacional NASEN na solugao
do comportamento fisico de vigas sob base eléstica, conforme descrito pela Equagao (1). A ma-
triz de rigidez global do sistema linear é construida com base na matriz local de viga apresentada
na Equacdo (10). O problema é modelado pelo elemento estrutural unidimensional (ver Figura [2).
Sendo assim, estudam-se duas configuracdes associadas aos carregamentos e vinculagdes na viga,
conforme mostrado na Figura[dl Em ambos os casos adota-se que o médulo de elasticidade é igual

a 15 GPa e a segao transversal retangular com base e altura igual a 200 e 150 mm, respectivamente.
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O primeiro caso é definido por uma viga biapoiada de comprimento igual a 8 m sob acao de
uma carga distribuida de 100 kN/m e uma solicitagéo axial de tragdo de 1000 kN (ver Figuradp). Para
este caso, busca-se extrair as informacdes do problema com relacdo ao campo de deslocamento e

de inclinagao da viga em fungao do comprimento da estrutura.

Figura 4 — Viga de fundagao (a) biapoiada sujeita a uma carga transversal distribuida e horizontal de
tracao, e (b) com extremidades livres sujeita ao carregamento simétrico.

Ty 4 y

(a) (b)

Fonte: Elaboragao dos autores (2020).

A resposta numérica obtida para o campo de deslocamento da viga € comparada com
solugao analitica do problema, encontrada na literatura classica da area (vide Coduto, Kitch e Yeung
(2001) e Melerski (2006)). Nota-se na Figura |5a que as curvas obtidas para solugdo numérica e
exata apresentam boa concordancia, quantitativamente, para ky = 40, o erro médio percentual (ver
Equagéo (13)) calculado entre a solugdo analitica e a numérica (NASEN), fornece um valor de apro-
ximadamente 4,01-10~%%. A Figura [Bp mostra o campo de inclinagéo ao longo do comprimento da
viga assumindo diferentes valores de coeficientes de proporcionalidade da base elastica, verificando

que quando maior a rigidez da base elastica resulta-se em menores rotagoes na viga.

Figura 5 — (a) Campo de deslocamento e (b) de rotagao da viga com carga transversal e axial.

—v (x) (mm) 0.03 1 0 (x) (rad)
30 | 0,02 | ko =15
NASEN (ko = 15) , -e- ko =40 -
- o= NASEN (ko = 40) 0,01 | reko=80 7
20 T -e- NASEN (k() = 80) 1 .PI.D' X (m>
— Solugdo Analitica i .sss? .
] ,f:',' Z 4 6 8
10 + ~0,01 .
—0,02 |
~0,03
(b)

Fonte: Elaboragao dos autores (2020).
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O segundo caso consiste em uma viga com suas extremidades livres, ou seja, nao existe
nenhuma restricao de movimento, permitindo deslocamentos verticais, horizontais e rotacionais. O
comprimento da viga é igual a 10 m e o médulo da carga pontual vertical é 125 kN (ver Figura [4).

Adota-se também um coeficiente de proporcionalidade da base elastica igual a 100 kN/m?/mm.

Figura 6 — (a) Campo de deslocamento e (b) de momento fletor da viga com extremidades livres
submetida ao carregamento concentrado simétrico.

—v (mm) 20 ,,M (kNm)
15 ¢ I
o NASEN 'I'
10 +

Fonte: Elaboragao dos autores (2020).

Na Figura [6] apresenta-se uma comparacdo entre os resultados numéricos e analiticos.
Pode-se verificar a boa semelhanga entre os resultados, atingindo um erro médio percentual de
1,81.107°% e de 1,26:10~'% em relagdo ao comportamento do campo de deslocamento (v) e de
momento fletor (M) da viga, respectivamente. Observa-se que em razdo do decaimento da ordem
das fungdes de interpolagao, o erro médio associado ao comportamento do momento fletor € maior

em comparacao ao medido com o campo de deslocamento.

Adicionamente, com objetivo de verificar o desempenho numérico do médulo computacional,
apresenta-se na Tabela [1] os resultados do programa NASEN, utilizando o método de elementos
finitos e de diferencgas finitas para niveis de malha diferentes. Os valores numéricos do MDF sao
obtidos com um codigo autoral, desenvolvido em MATLAB, utilizando o esquema de diferencas cen-
trais para as aproximagoes dos operadores diferenciais presentes na equacao da viga (ver Equagao
(1)), conforme pode ser visto em Neves (2020). Os valores do deslocamento e do momento fletor
sao medidos em = = 2,5 m em relacdo a extremidade esquerda da viga, onde se tem uma carga
concentrada aplicada. Nota-se que ambos os métodos apresentam bons resultados, contudo, para

o deslocamento, a convergéncia do MEF é rapida em comparagao ao MDF, apresentando baixos
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niveis de erro para malhas menos refinadas. Em contrapartida, quando se avalia 0 momento fletor,
mesmo que o MEF apresenta-se erros percentuais menores em relagao ao MDF, ambos os métodos
apresentam um comportamento parelho em niveis de ordem de grandeza, atingindo no fim o valor

esperado.

Tabela 1 — Comparacao de resultados obtidos via método dos elementos finitos e diferencgas finitas
para deslocamento e momento fletorem z = 2,5 m.
N°Nés Deslocamento (mm) Momento Fletor (kNm)
MEF! MDF> A (%) A3 (%) MEF' MDF? A} (%) A} (%)
7 4,1324 3,6520 1,53E+01 2,52E+01 13,3106 5,4450 3,35E+01 7,28E+01
13 4,7519 5,4688 2,62E+00 1,21E+01 17,2869 10,4196 1,36E+01 4,79E+01
19 48505 5,4891 6,03E-01 1,25E+01 18,6763 15,6109 6,68E+00 2,20E+01
31 48760 5,1735 8,13E-02 6,02E+00 19,5133 18,5505 2,50E+00 7,31E+00
43 48789 5,0393 2,13E-02 3,27E+00 19,7557 19,2964 1,28E+00 3,58E+00
61 48797 4,9601 5,13E-03 1,64E+00 19,8862 19,6668 6,32E-01 1,73E+00
91 48799 4,9162 1,02E-03 7,44E-01 19,9563 19,8640 2,82E-01 7,43E-01
247 48799 4,8848 1,82E-05 1,00E-01 20,0052 19,9937 3,78E-02 9,50E-02
Exata’ 4,8799 20,0127

Fonte: Dados da pesquisa (2020).

4.2 Placa delgada submetida a um carregamento distribuido

Nesta sec¢ao, visa-se estudar, numericamente, o0 comportamento de uma placa delgada sob
acao de carga externa (ver Equacgéo (2)). A matriz de rigidez global de placa presente no sistema
algébrico, apresentado na Equagéo (6), é definida pelo assemblamento da matriz local de cada
elemento finito da malha, seguindo a Equagdo (11). Sendo assim, a Figura apresenta uma
placa fina retangular sujeita a uma carga distribuida uniformemente. Em termos de condi¢des de
contorno, todas as bordas da placa sao engastadas, ou seja, os movimentos de rotagao (6, e 6,) e

de deslocamento (w) sao restringidos.

Para este problema define-se alguns parametros: as dimensdes da placa sao iguais 200x400
cm e a espessura de 3,0 cm, o mddulo de elasticidade é igual a 21000 kN/cm? e a intensidade da
carga distribuida aplicada é igual a 2 - 10~* kN/cm?. Em termos computacionais realiza-se uma
discretizacao do dominio analisado, usando elementos finitos regulares de quatro nés, as arestas da

placa séo subdivididas 32 intervalos, totalizando 1024 elementos finitos (ver Figura [7p).
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Figura 7 — Placa retangular totalmente engastada sujeita ao carregamento distribuido uniforme.

R J X w=6, = Qy =0
/// : : =) S
/,’ : ’ Qg@ IIK H'
L 1 N S
2 i o I I
! 7 = =
| A N N

Giiin

a =200 cm7/l

y

Z,W

(a)

Malha de Elementos Finitos
Elemento Quadrilateral Linear - 4 nos

Fonte: Elaboragao dos autores (2020).

(b)

Na Tabela [2, exibe-se os valores de deslocamento e momento no meio-vao da placa. Pri-

meiramente, adota-se o coeficiente de Poisson igual a 0,2 e sdo consideradas como solucdes de

referéncia as tabelas de calculo de Bares e Canals (1970) e Czerny (1976), bem como os dados

numéricos fornecidos no trabalho Leal (2015), baseado no MEF. Quando se compara os dados

utilizando o programa NASEN, observa-se uma semelhanga nos valores encontrados. Com base

na métrica de erro (A) definida na Equagao (13), nota-se que as diferengas percentuais de resul-

tados aparentes provenientes dos autores classicos, deve-se ao fato que eles utilizam métodos e

aproximacoes diferentes para a construcao das respectivas tabelas de calculo, fundamentados em

métodos baseados em séries, aproximacdes de diferengas finitas ou também por meio da teoria da

elasticidade.

Tabela 2 — Comparacdo dos valores obtidos para deslocamentos e momentos no meio do vao da

placa em relagao aos resultados da literatura.

w(mm) M, (kNm) M, (kNm)
NASEN? -1,649E-02 3,263E-01 9,438E-02
Leal (2015)!  -1,648E-02 3,269E-01 9,444E-02
AL (%) 5,295E-02 1,763E-01  6,860E-02
v=0,2 Bares? - 3,256E-01  9,280E-02
A2 (%) - 2,173E-01  1,698E+00
Czérny’ -1,645E-02 3,333E-01 1,401E-01
A3 (%) 2,332E-01 2,108E+00 3,264E+01
NASEN? -1,562E-02 3,293E-01  1,264E-01
v=0,3 Timoshenko' -1,565E-02 3,296E-01 1,264E-01
AL (%) 2,179E-01 9,517E-02  2,962E-02

Fonte: Dados da pesquisa (2020).
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Para a faixa de resultados associados ao coeficiente de Poisson igual a 0,3, adota-se como
referéncia a solugao obtida em Timoshenko e Woinowsky-Krieger (1959). Veja que neste cenario
os valores encontrados para deslocamento e momento exibem um bom ajuste associados a erros
percentuais abaixo de 0,5%. Em problemas bidimensionais, a visualizagao de resultados é um fa-
tor importante a fim de verificar o comportamento da solugdo numérica obtida em cada ponto do
dominio. Desta maneira, a Figura [8a-b apresenta o campo de deslocamento vertical na placa e o
momento fletor na dire¢ao x, onde pode-se notar que a flecha é nula nas bordas devido o engasta-
mento e € maxima no centro da placa. Veja que ao longo da linha horizontal central, na extremidade

€ no centro da placa, existe a presenca de momentos negativos e positivos, respectivamente.

Figura 8 — Distribuigéo bidimensional do (a) campo de deslocamento w(z,y) , do momento fletor (b)

Mya(z,y), (€) Myy(x,y) e do (d) momento torsor M, (x,y) da placa totalmente engastada.
+1 56E 02 +3,29E-01 — +1,44E-01 +8,44E-02
+1,39E-02 +2,23E-01 +7,75E-02 ' +6,57E-02
+1,21E-02 +1,17E-01 +1,12E-02 +4,69E-02
+1,04E-02 +1,13E-02 | -5,52E-02 +2,81E-02
+8,68E-03 -9,46E-02 -1,22E-01 +9,38E-03
‘+6 94E-03 -2,01E-01 -1,88E-01 -9,38E-03
+5,21E-03 -3,06E-01 -2,54E-01 -2,81E-02
+3,47E-03 -4,12E-01 -3,21E-01 -4,69E-02
+1,74E-03 -5,18E-01 -3,87E-01 ‘ . -6,57E-02
+0,00E+00 -6,24E-01 — -4,53E-01 -8,44E-02

(b) (c) (d)

Fonte: Elaboragao dos autores (2020).

Complementando a exposi¢cao grafica dos resultados, tem-se ainda a apresentacao do mo-
mento fletor na diregdo y e o0 momento torsor, conforme posto na Figura [8c-d. Em relagdo ao eixo
y, hota-se um comportamento inverso em relagdo ao momento na dire¢ao x, sendo que os momen-
tos negativos estao localizados na borda superior e inferior da placa. Ressalta-se também que os
calculos dos momentos sao baseados nas variaveis primais do problema. Esse fato acarreta que os
momentos dependem da qualidade dos resultados obtidos para os deslocamentos em cada n6 da

placa.

4.2.1 Viga engasta livre sob agao de uma carga concentrada

Dentro da seara de problemas de estado plano de tenséo (ver Equagéo (3)), estuda-se uma
viga isostatica engastada-livre de comprimento L, altura h e espessura t, sujeita a uma carga vertical
concentrada aplicada na extremidade livre, conforme ilustra a Figura[9a. A matriz de rigidez global é

descrita pelo assemblamento das matrizes locais, conforme o padrao de formagao apresentado na
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Equacéo (12). Emprega-se os seguintes dados e propriedades: a carga tem médulo igual a 4000 N,
momento de inércia da segéo transversal € 1 x 10~°> m#, as dimensdes da viga sdo 100x10x12 cm e

0 modulo de elasticidade do material € 200 GPa.

Analisa-se nesse problema o deslocamento da extremidade em balancgo e a tensdo na viga.
Os resultados obtidos pelo programa NASEN sao comparados com solugao analitica via teoria
classica de viga baseada nos principios elementares da resisténcia dos materiais, conforme visto

em detalhe em literaturas classicas, como Hibbeler (2010) e Timoshenko (1979).

Figura 9 - (a) Modelo estrutural da viga engastada livre sob acdo da carga concentrada e (b)
distribuigao de tensao normal na diregao x.

P=4000 N
\
v —
h
- f”l” ‘

. L .

1 V ! PER2IIRI TS
Espessura da Viga Q\? 5’ S LN e /\Q /@ /\o,
t=12 cm e — T —

(a) (b) o, [MPa]

Fonte: Elaboragao dos autores (2020).

A Tabela 3| apresenta os valores encontrados em fungao do tipo de elemento finito utilizado
na simulacéo, refinamento da malha e nimero de graus de liberdade do sistema. Observa-se que o
elemento triangular linear de trés nds (T3) exibe os maiores erros em comparagdao com os demais
tipos de elementos, porém, solugao tende a melhorar os resultados com o refinamento da malha.
Ressalta-se também que esse tipo de elemento € Util para modelar geometrias mais complexas.
Além disso, a integracdo numérica pode ser realizada com somente um ponto de Gauss, caracteri-

zando um processamento mais acelerado.

O elemento de quatro n6s (Q4) apresenta um bom comportamento, ao passo que para um
nivel de refinamento relativamente baixo, os resultados sdo parelhos aos elementos finitos de alta-
ordem. Os elementos quadrilateros de oito (Q8) e nove (Q9) nds apresentam baixos niveis de erro,
contudo, revelam também um rapido crescimento no nimero de graus de liberdade do sistema,

demandando um maior custo computacional.
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Tabela 3 — Valores de deslocamento e de tensao para diferentes tipos de elementos finitos.

E.:-tl:rcl,eflfo Malha deNLiSer:l;:de vm)' Aol (%) o (MPa)® |Ag] (%)
T3 364 446 -5,42E-04 1,86E+01 15,64 2,18E+01
1002 1164 -6,34E-04 4,86E+00 20,45 2,27E+00
Q4 40 126 -5,97E-04 1,05E+01 18,62 6,90E+00
250 612 -6,58E-04 1,30E+00 21,37 6,84E+00
Q8 25 192 -6,71E-04 6,45E-01 19,70 1,51E+00
40 330 -6,71E-04  5,70E-01 19,87 6,50E-01
Q9 10 126 -6,77E-04 1,49E+00 19,00 5,00E+00
36 338 -6,72E-04  7,20E-01 19,73 1,34E+00

Teoria Classica de Viga’ -6,67E-04 20,00

Fonte: Dados da pesquisa (2020).

Na Figura [0, mostra-se o perfil de tensdo normal e cisalhante na extremidade fixa, medido
ao longo da altura da viga. O conhecimento desses perfis de tensdes é importante para engenharia
a fim de auxiliar na investigagao dos efeitos internos no elemento estrutural, por exemplo, nota-se
a visivel diferenca da ordem de grandeza entre as tens6es normais o, € o, (ver Figuras [10p-b)
— explicando o motivo que em diversas aplicacées a tensao na direcao y nao & considerada nos
calculos de engenharia. Observa-se ainda que a tensao normal na dire¢ao x, obtida numericamente
com base no modelo da elasticidade plana, apresenta boa aderéncia quando comparada com a
formula proveniente da teoria classica de viga (TCV), variando linearmente em relacao a altura da
viga, conforme apresentado em Hibbeler (2010) e Timoshenko (1979). Além disso, o perfil de tensao
de cisalhamento da viga apresenta um comportamento parabdlico, atingido o valor maximo no centro
da secao transversal (ver Figura[10c). Adicionalmente, a Figura[9p mostra a distribuicdo de tenséo
normal, onde é possivel verificar as regidoes tracionadas (fibras superiores) e comprimidas (fibras
inferiores). Além disso, a tensao é nula extremidade livre, uma vez que nao atua momento fletor

nesse ponto.
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Figura 10 — Perfil de tenséo na (a) direcdo x e (b) direcédo y, e de (c) tensao cisalhante.

Gy (MPa) G,y (MPa)
20 + 2 .
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Fonte: Elaboragao dos autores (2020).

4.2.2 Chapa tracionada com orificio circular

(©

O proximo estudo de caso é constituido por uma chapa sob acao de uma tragao uniforme,

conforme mostra a Figura [T1a. Esse problema busca avaliar o desempenho do programa NASEN

para determinagao do campo de tensao efetiva ou ruptura (NEVES; PINHEIRO, 2019). Neste con-

texto, considera-se o critério de ruptura baseado na teoria da energia de distorcao maxima ou usu-

almente conhecido como critério de falha de von Mises (ver Equagéo (4)), para maiores detalhes e

aprofundamentos sobre criterios de falhas, vide Popov (1978) e Timoshenko (1979).

Figura 11— (a) Geometria e condi¢cdes de contorno da chapa sob agao da tragao uniforme e (b)

distribuicao bidimensional de tensao efetiva.

() (b)

Fonte: Elaboragao dos autores (2020).

Assume-se que o comprimento da chapa € igual a L = 18, a altura de H = 10, o raio da

cavidade circular igual a r = 5 e a espessura € considerada unitaria. A carga aplicada na borda
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direita da chapa é p = 100, o0 médulo de elasticidade é adotado igual a 72 - 10° e o coeficiente de

Poisson é nulo.

Em relagdo a simulagcdo computacional, a Figura [12| apresenta o dominio discretizado em
funcéo de cada tipo de elemento utilizado para solugdo do problema. Para cada tipo de elemento
finito sdo realizados trés simulagdes com um fator de refinamento em cada aresta da chapa de 5, 10
e 15 divisdes. Os resultados numéricos do programa NASEN sao comparados com a solugao exata
do problema, sendo essa obtida em Payen e Bathe (2011). Os valores analiticos da tensido de von
Mises 7., e &2, , medidos na extremidade superior (ponto 1) e direita (ponto 2) do orificio circular,

sao obtidos por meio dos procedimentos de solucao via teoria da elasticidade.

Figura 12 — Malhas de elementos finitos utilizadas nas simulagées computacionais.

SOINININININININS
BNCNININININININASE
K INNIN NININININT
VAT VAVAVAVQY,

""%%AVA'VMY‘VA‘
T o YaYAVAY. Vi

S AVAVAVAVAVAVAY
V2 -YAVAVAVAVAVAVAY
\VAVAVAVAVAVAV

N,

SANIN/

\INZSZSININTS

INZSININ

Aﬁu

>
VXVA

Fonte: Elaboragao dos autores (2020).

Na Tabela [4] apresenta-se os valores obtidos das tensdes von Mises em cada simulagédo as-
sociada ao tipo de elemento finito testado. Primeiramente, deve-se frisar que o calculo da tensao de
von Mises carrega ao longo do processamento inimeras aproximagoes que dependem das tensdes

planas e sendo essas determinadas a partir do campo de deslocamento.

Em sintese, todos os elementos apresentaram bons resultados quando comparados com a
solucao de referéncia. Os elementos do tipo quadraticos de oito e nove nds apresentam melhores
resultados, justificado pela eficiéncia no processo de suavizagao de tensao, em contrapartida, tais
tipos de elementos apresentam um nuimero maior de graus de liberdade do sistema, exigindo um
maior custo computacional. Adicionalmente, na Figura[f1p apresenta-se o campo bidimensional de
tensao efetiva de ruptura de von Mises, onde ocorre uma concentragao de tensao préxima ao canto

superior do orificio (ponto 1), sendo uma regidao de possivel ruptura do material.
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Tabela 4 — Valores numeéricos obtidos para as tensdes von Mises nos pontos 1 e 2 da chapa com orificio.
Tipo de

1 1| (o, 2 2| (o
Elemento Malha Oym |AO‘ (/°) Oom ’A0’ (/°)
280 3,18E+02 2,81E+01 8,43E+01 5,29E+01
T3 413 3,83E+02 1,30E+01 1,58E+02 1,17E+01

1330 4,27E+02 3,40E+00 1,69E+02 5,59E+00
103  3,64E+02 1,76E+01 1,10E+02 3,85E+01
Q4 442  4,26E+02 3,61E+00 1,63E+02 8,94E+00
1065 4,36E+02 1,35E+00 1,72E+02 3,91E+00
103  4,20E+02 4,98E+00 1,72E+02 3,91E+00
Qs 442  4,37E+02 1,13E+00 1,67E+02 6,70E+00
1065 4,41E+02 2,26E-01 1,75E+02 2,23E+00
103 4,22E+02 4,52E+00 1,74E+02 2,79E+00

Q9 442  438E+02 1,02E+00 1,75E+02 2,23E+00
1065 4,41E+02 1,81E-01 1,76E+02 1,79E+00
Solucdo Exata’  4,42E+02 1,79E+02

Fonte: Dados da pesquisa (2020).

5 Consideracoes Finais

O presente artigo cientifico teve como objetivo apresentar um modulo computacional es-
pecifico desenvolvido para analise linear de elementos estruturais com base na teoria de modelos
unidimensionais, de placa finas e da elasticidade plana. Os procedimentos de calculo tém como
base as premissas do método dos elementos finitos e a implementacdo computacional estruturada

é realizada em ambiente MATLAB.

A experimentagao numérica € direcionada por casos testes conhecidos na literatura, visando
realizar uma validacao dos resultados e uma verificacao da performance do programa para diferentes
configuragbes. Desta forma, em todos os casos estudados e investigados com programa NASEN,
os resultados obtidos sao satisfatérios com um comportamento coerente fisicamente. Em linhas
gerais, o programa computacional desenvolvido é dito validado e pode ser aplicada para auxiliar em
analises iniciais e pré-calculos em projetos de estruturas. Para trabalhos futuros, busca-se conside-
rar diferentes efeitos fisicos importantes para problemas de engenharia e expandir as aplicabilidades

do programa para outras areas de conhecimento.
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