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Resumo

Neste trabalho, uma solugdo aproximada suficientemente geral
para problemas de conducgdo de calor transiente em geometria
cilindrica 1-D, com geracao de calor e condi¢gdes de Dirichlet
variavel no tempo foi apresentada usando o método de fungdes
de Green. Uma importante integral envolvendo funcbes de
Bessel, que faz parte da solugdo, foi aqui resolvida com
detalhes. Os resultados obtidos com o uso dessa solugao,
quando aplicada em alguns casos particulares de interesse
pratico, ficaram em boa concordancia com as solugdes
reportadas na literatura. Foi adotada uma metodologia que
consiste em fatiar a solu¢cdo do problema ndo homogéneo com
condi¢gbes de fronteira ndo homogéneas em uma solugcido do
problema ndo homogéneo com condigbes de fronteira
homogéneas mais duas solu¢des estacionarias relacionadas
com as condi¢gdes de Dirichlet dadas. Com isso, a solugéo
obtida ndo tem problemas de convergéncia nas fronteiras da
regiao cilindrica com as condigdes prescritas de temperaturas.
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Abstract

In this work, a sufficiently approximated general solution to
transient heat conduction problems in 1-D cylindrical geometry,
with heat generation and time variable Dirichlet conditions, was
presented using the Green’s function method. An important
integral involving Bessel functions, that is part of the solution,
has been solved in detail here. The results obtained from the
use of this solution, when applied in some particular cases of
practical interest, were aligned with the solutions reported by the
literature. We have adopted, in this sense, a methodology that
consists of addressing a non-homogeneous problem solution
with non-homogeneous boundary conditions in a non-
homogeneous problem solution with homogeneous border
conditions and two more stationary solutions related to the given
Dirichlet conditions. As a result, the solution obtained has no
problems of convergence at the boundaries of the cylindrical
region with the temperature prescribed conditions.
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1. Introducgao

O problema de conducéao de calor em regime transiente em um longo e fino cilindro oco 1-

D de material homogéneo e isotrépico, com geragéo de calor g(r,t) por unidade de tempo, por

unidade de volume (KJ e com condigdes de Dirichlet variaveis, que segundo Hahn e Ozisik

P
(2012, p. 329) é dado matematicamente por
2
8_T+18_T+—g(r’t) = lé_T
or* ror k K Ot

onde T =T(r,t) € a temperatura na regiado cilindrica, £ é a condutividade térmica do material,

, a<r<b, t>0, (1

enquanto k¥ é a difusividade térmica da substancia, isto &, representa as propriedades térmico-

fisicas do meio (HAHN; OZISIK, 2012). Junto & equacéo (1) sdo impostas condigbes de fronteira

do tipo Dirichlet, 7, = f(¥) e uma condig&o inicial dada que s&o representadas pelas equagdes:

CFl: T(a,t)= f(t), t>0,
{ (a,0) = £i(D), 1> )

CF2: T(b,t)=f,(1), t>0,

Cl: T(r,0)=F(r), a<r<b. (3)

Os cilindros ocos tém grande importancia pratica, em especial na engenharia. Por exemplo,

na mecanica, os cilindros de pistdo oco hidraulicos sdo largamente utilizados. Na eletricidade,
esses cilindros sao feitos de discos de ferrite, que € um material formado por 6xido de ferro com
propriedades magnéticas, sdo usados comumente para evitar variagcoes elevadas de temperaturas
e picos de calor nas correntes elétricas que passam por cabos, como o fio de um notebook
(ROMER, 2013). Esses cilindros sao também usados como encamisantes em camadas cilindricas
onde ha geracao de calor, como, por exemplo, em usinas nucleares e termoelétricas. Segundo
Rodrigues e Mesquita (2017), elementos combustiveis de hidreto de uranio-zircénio de diametro

D =37,7mm encapsulados em aluminio tipo AL110F de espessura e=0,76 mm sao utilizados

no reator de pesquisa Triga IPR-R1, localizado no Campus da UFMG. Essas ligas de aluminio sao
adotadas em larga escala como encamisantes em reatores de elemento combustivel a base de
uranio (U), pluténio (Pu) ou tdrio (Th) devido a sua elevada condutividade térmica, baixa sec¢ao de
captura de néutrons térmicos, boa resisténcia a corrosdo, disponibilidade e baixo custo
(PERROTTA, 1999). Sabemos que, em geral, uma andlise unidimensional ndo é realista para um
problema 3-D, e mesmo movimentos bidimensionais de um fluido, dependentes do tempo, nao
existem na realidade (MEYER, 2007). Entretanto, Fox, Pritchard e McDonald (2015) afirmam que
em muitos problemas na engenharia, mesmo uma analise 1-D é adequada para fornecer solugdes
aproximadas dentro da precisao desejada. Nesse sentido, os cilindros circulares infinitos, isto €,

longos, 5210, e finos, sdo adequados a uma analise unidimensional por atenderem ao requisito

%
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da simetria radial, a,,T(O,t)zo. Desse modo, muitos problemas de importancia pratica podem ser

aproximados pela formulagdo matematica descrita pelas equagdes (1) a (3). Se as condi¢des de
fronteira sao fungbes do tempo, o método de separacdo de variaveis deve ser descartado
(FERNANDES, 2009). Embora a transformada de Laplace tenha sido muito utilizada por Carslaw
e Jaeger (2011) para a obtengao de uma solugdo geral para problemas de condugado de calor
homogéneo, transiente em cilindros ocos 1-D, ela ndo contempla condigbes de Dirichlet mais
gerais do que valores constantes, e, além disso, € necessario que a temperatura inicial sobre a
regido cilindrica seja zero.

Cinelli (1965) apresentou um artigo no qual usou o método da transformada Hankel finita

para resolver problemas de conducgido de calor nessa geometria, de modo a estudar com mais

énfase as condigdes de fronteira de Cauchy, 8ST:h(1;—Tw) sobre as faces da regido, que

ocorre, por exemplo, em reatores nucleares. As condi¢gdes de Cauchy sao mais faceis de realizar
do ponto de vista fisico, como, por exemplo, um sistema de ventilagdo que desloca um fluido,
como o ar mais frio de um ponto para outro, enquanto uma condi¢ao de Dirichlet pode representar
uma mudanga de fase de uma substancia que ocorre na superficie, como a evaporagao/cozimento
(HAHN; OZISIK, 2012). Segundo Hahn e Ozisik (2012), o método mais poderoso para resolver
problemas de condugao de calor transiente e ndo homogéneo é de aproximagao por fungdes de
Green. A grande forga do uso dessas funcdes esta exatamente na possibilidade de obtengao de
solugdes, desse tipo, de problemas mais variados e complexos, incluindo nd&o homogeneidades
que variam no tempo e espaco (FERNANDES, 2009). Para obter a fungao de Green é preciso
resolver o problema homogéneo associado por separagao de variaveis. Uma vez obtida a fungao
de Green para um dado problema especifico, a solugdo analitica de distribuicdo de temperatura é
imediatamente disponivel. Essa solugdo envolve varios termos, e cada um deles tem um
significado fisico (HAHN; OZISIK, 2012). Entretanto, quando s&o usadas condi¢des de Dirichlet
temporais como as especificadas pelas equagdes (2) e (3), a solugdo obtida usando fungdes de
Green pode ndo convergir uniformemente nas regides proximas aos pontos de fronteira, como
pode ser visto no exemplo 8.8 de Hahn e Ozisik (2012, p. 329).

Com o objetivo de remover, ou mesmo atenuar essa dificuldade, Hahn e Ozisik (2012)
sugerem o fatiamento da solugdo original, € o problema ndo homogéneo com condigbes de
fronteira ndo homogéneas é transformado em um problema ndao homogéneo, mas agora com
condicbes de fronteira homogéneas. Nosso objetivo é usar o método de fungbes de Green para
obter uma expressao suficientemente geral, que seja uma aproximagao da solugdo para
problemas de condugao de calor em regime transiente, com geracao de calor e com condi¢gdes de
fronteiras ndo homogéneas do tipo Dirichlet variando com o tempo, e uma dada condi¢ao inicial na
geometria 1-D em cilindros ocos finos e longos, ou seja, problemas de calor que podem ser
representados pelas equagdes (1) a (4). Uma importante integral envolvendo fungbes de Bessel

que faz parte da aproximagao da solucao geral estabelecida pode ser resolvida, o que produziu

REMAT, Bento Gongalves, RS, Brasil, v. 7, n. 1, p. €3015, 30 de junho de 2021.



Jorge Corréa de Araujo, Rosa Maria Garcia Marquez 4

simplificagdes nessa equagdo quando casos particulares dela foram analisados. Alguns desses
casos especiais reportados na literatura existente foram utilizados para a validagao por

comparagao da solugao geral quando aplicada a cada caso analisado.

2. Materiais e métodos

A equacgao de condugao de calor homogénea em regime transiente, e em um sistema 1-D

em coordenadas cilindricas, € dado pela equagéo (CARSLAW; JAEGER, 2011):
o°T 10T _1or
o ror kot

(4)

2.1. O problema de Sturm-Liouville em coordenadas cilindricas

Uma equacgao da forma
d

E[ p(x)%}[q(xww(x)]y =0, )

que satisfaz certas condigdes de fronteira em um intervalo @<*<b sendo p(x), ¢(x) e w(x)
fungdes continuas nesse intervalo, com p(x) diferenciavel, é chamada equagdo de Sturm-
Liouville. A busca de solugbes nao triviais para essa equagdo com as condi¢cdes de fronteira nos
extremos do intervalo é chamada problema de Sturm-Liouville (DAVIS, 1963, SOTOMAYOR,
1979). Tais solugbes sdo denominadas autofungdes, enquanto os A's correspondentes sao
denominados autovalores. Esse problema em coordenadas cilindricas € dado como na equagao
(5) substituindo a variavel x por r, isto é,

di[ p(r)% g+ ()l =0. (6)

Em particular, se p(r)=r, g(r)= LA w(r)=r, e fazendo y =R, tem-se a equagdo
r
diferencial ordinaria na variavel » dada por

2 2
d §+ld—R+(;t2—v—jR:0, (7)
dr r dr

onde r >0 e geralmente v=0,1,2....

A equacao (7) sujeita as condi¢des de fronteira homogéneas dadas por

Ald—R+A2R=O, r=a,
dr

(8)
Bld_R+BzR:0, r:b,
dr

onde 4, , A, , B,, B, sé&o constantes ndo nulas, € um problema de Sturm-Liouville em

coordenadas cilindricas (ou esféricas). As autofuncdes Rv(r,ln), sob a condicdo de 4 >0 (HAHN;
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OZISIK, 2012) que satisfazem a equagéo (7) e as condi¢cdes dadas pela equacgéo (8), constituem

um conjunto ortogonal de fungdes no espago C’([a,b]) com respeito ao produto interno dado por

(f.2)=[rr()grar, (9)

a

sendo a norma quadratica de cada autofungdo dada por (OZISIK; HAHN, 2012)

N(/in)=N[Rv(r,/in)]=er3(r,,1n)dr. (10)

Segundo Davis (1963), toda fungéo R integrével no espago C*([a,b]), que satisfaz as

condigbes de fronteiras dadas pela equacgao (8), pode ser expandida em uma série que converge

ponto a ponto neste intervalo, isto é,

R(r):iCnRv(r,/ln), (11)

1 b
rR(rYR (r,A)dr, n=12,....
gl Hone
A equacgao (7) é chamada de equacgédo de Bessel e tem como solugéo geral a equagao
dada por (HAHN; OZISIK, 2012)

onde C, =

R(r) = clJV(/”Lr)+ czYv(lr), (12)
onde J,(1r) e v,(ir) séo, respectivamente, as funcdes de Bessel de primeira e segunda espécie

de ordem v.

2.2. Método de Separacao de Variaveis

Um método padrao para obter uma solu¢ao da equacao (4) € assumir que as variaveis sao
separaveis, isto €,

T(r,t)=G(r)H (1), (13)
onde G e H sao so6 funcdes de r e t, respectivamente. A substituicdo da equacédo (13) na
equacao (4) resulta em duas equagdes diferenciais ordinarias (EDOs) independentes na forma
(HAHN; OZISIK, 2012)

d’G 1dG 1 dH= 2

—+———= -7, (14)
dr r dr KH dt
ou seja,
1 dH
p— ke
xH dt (15)
2
d ?+lﬁ+ﬂ,2G=O. (16)
dr r dr
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A equacao (15) pode ser resolvida diretamente por separagao de variaveis para obter
H(t)=ce™™, (17)

enquanto a EDO na variavel » é uma equagéo de Bessel de ordem v =0, cuja solugédo geral é

dada pela equagéo (12), na forma
G(r)=C,J,(Ar)+CY, (Ar), (18)

onde as constantes poderao ser eliminadas por meio de condig¢des iniciais adequadas. Portanto,
uma solucao geral da equacdo (4) é dada pelo produto das solugdes individuais dadas pelas

equacoes (17) e (18), isto &,
T(r,t)=Ce™" [CoJ, (Ar)+CyY, (Ar) ], (19)

ou, omitindo as constantes,
T(r,t)=e™"'G,(r,2). (20)
Como, para cada A, >0, podemos associar uma autofungéo Gv(r,ln) e, desde que a
equacao (4) seja linear, a solugao mais geral sera obtida pela soma de todos os produtos das

equacoes (17) e (18)

T(r,t)=Y.Ce "G, (r,4,), (21)

n=1
onde os coeficientes C, sdo obtidos da equacao (11) quando a condigdo inicial 7'(r,0)=F (r) é
conhecida.

3. Resultados e discussoes

A versao homogénea do problema dado pelas equacgdes (1) a (4) fica na forma

82y2/+181//:l8y/’ a<r<b, t>0, (22)
or~ ror kK Ot

CFl: y(a,t)=0, t>0, (23)

CF2: y(b,t)=0, >0, (24)

CIl: t//(r, O):F(r), a<r<b. (25)

Usando o método de separacao de variaveis, descrito na segéo 2.2, tem-se das equagdes
(13) e (18) e da condigédo CF'2, dada pela equagao (24), que
J,(Ab)

T (an)

(26)

onde YO(Zb);tO , pois, caso contrario, s6 teriamos a solucéo trivial. Das equacgdes (18) e (26),

resulta
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G(r) = C,[J,(Ar) Y, (Ab) = J,(Ab) Y, (Ar)] = C, G, (Ar) (27)
com C, = v (C/;b) . Das equacdes (13) e (27) e da condicédo CF'1, dada pela equacgao (23), tem-se
0
a equacao transcendental
G,(4a)=0, (28)
onde
Gy (2r) =[Jy (A7) X, (4b)=Jy (4D) Y, (27)] (29)

€ uma autofungao associada ao autovalor A, definida no intervalo a <r<b.

As raizes 4,, n=12,.. séo todas reais e simples, onde para cada raiz 4 existe uma

corresponde raiz — 4 (CARSLAW; JAEGER, 2011). Das equagdes (13), (17) e (27), tem-se

w(r,t)= iCn G, (ﬂnr)ef’df’, a<r<b, t>0, (30)

n=1

de modo que os coeficientes C, sdo obtidos como na equagao (11), trocando R(r) por F(r), isto

é,
1 b
C, :N(ﬂn).[rGo(/lnr)F(r)dr, (31)
sendo o inverso da norma dada, usando a equagao (10),
1 1
- .
N(%) erg(lnr) dr (32)

Caso tivéssemos na equagao (26) usado a condigdo CF1, dada pela equagéo (23), em

vez da CF2, como foi realizado, poderiamos usar o caso 4, da Tabela 2.3 de Hahn e Ozisik (2012,

1
p. 54), para obter —— diretamente. Das equagdes (30) e (31), tem-se

N(4,)
2 G, (ﬂ,nr)

v/(r,t)zZW

n=l1 n

b b w )
e"’l”ztz!.G0 (lnr')F(r')r'dr' = J‘Z—e(jf]((izl;) 7"’1”.’G0 (ﬂnr')F(r')r'dr'. (33)

a n=1
De acordo com as equagdes (8) a (14) de Hahn e Ozisik (2012, p. 306), a solugdo do
problema homogéneo dado pelas equagdes (22) a (25) em termos de fungbes de Green pode ser

colocada na forma
b
74 (r,t) = IG(r,t,r', 7)), F(r)rdr . (34)

Portanto, por comparacao das equacdes (33) e (34), pode-se obter a funcdo de Green

desenvolvida em 7 =0 para este problema, na forma
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, = 1 — kAt ’
Gr,t,r',7) _, = E —0G, (A "Gy (A r),
(b0 = 2y o(4r) G (A7) 59
ou, de modo geral,
, > 1 —ld
G = —G, (A4 G A
(.0 =3 N2 o (Ar)e (A7) (36)

que é a fungéo de Green para a versao nao homogénea dada pelas equagdes (22) a (25).

Em vez do uso de tabelas para a obtencdo de

1
, Carslaw e Jaeger (2011) provaram
NL) ger ( ) p

de modo suscinto que

t 1 ( 4G,
= '[rGO (Ar)dr = YE ( " j (37)

a

a

A equagéo (37) corresponde a equagéao (5) original dos referidos autores, onde Uo(ocr) foi

aqui substituido por GO(Zr). De acordo com as equagdes (7) e (8) de Carslaw e Jaeger (2011, p.

206), tem-se
(r dG, (zr)j __2 (rdGo(/’tr)j _ 2 | 38)
dr )., o dr b Vd
onde
_Jo (ﬂa)
pP= Jo(ﬂ,b) (39)
Das equacgbes (37) a (39), tem-se
Jy (Aa)—J; (D)
N(4,)=2=" 0 :
() =2 e ) (40)
Das equacgdess (36) e (40), podemos expressar a fungdo de Green como
72'200 ﬂsz /1a —KZIT ,
G(r,t,r r)—T; )—(Jg ();%b)e 4 G (/1 r)G0 (/lnr). (41)

Em particular, quando a condigao inicial for constante, a integral que aparece no lado
direito da equacgéo (33) pode ser simplificada. Carslaw e Jaeger (2011) apresentaram a seguinte

proposicao

2(J,(Aa)—J,(Ab))
A2 J,(Aa) '

(42)

j‘i’Go (Ar)dr = —iz(r 4G, (/Ir)j =
A dr ‘

a

Aqui, o sinal negativo no termo do meio desta equagao deveria ser positivo, pois, como
esta o lado direito da equacgao (42), fica com sinal oposto. Com o objetivo de dirimir este engano,

vamos provar que
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16 (r)dr=+ L HrdGo (/Ir)ﬂ _ 2(JO(/1c21)—J0(/1b)) | )
’ 24 dr A" J,(Aa)

Da equacgao (29),
IrG (/lr dr— erO /lr dr— (ﬂb)JrYO (lr)dr

b { b (44)
[ 4o |

onde as expressdes entre parénteses sdo obtidas da equacéo (22) de Hahn e Ozisik (2012, p.

-Y, (ﬂb)(%r] (4r)

a

694). A equacéo (44) pode entao ser colocada na forma

rG, (Ar)dr = %{YO (zb){dJ (%)} J, (gb){M}}

Q C— >

dr dr

PR L5 A £

(45)

r r

Usando a equagao (38) com os sinais corrigidos para mais, tem-se das equagdes (29) e
(45) que

[ Gy (Ar)dr = 2[-L}{r“°—“”)l_b +£[L}[#’G°—“”)L AW )

Al ba dr Alar dr w22J,(2a)

a

A solugéo do problema de condugéao de calor dado pelas equagdes (1) a (4), em termos da
fungéo de Green dada pela equagéo (41), pode ser obtida usando as equagdes (8) a (14) de Hahn
e Ozisik (2012, p. 306), na forma

7=0

T(r,t)= j: G(r,t,r,7)

’”

t b
F(r')r'dr'+%.”G(r,t,r',r)g(r',r)r'dr'dr+
a 0a

(47)

t[ oG , G ’
+K‘[ [rg(r,t,r,T)l_afl(r)dr—lcj.{r E(r,t,r,r)l_bfz(r)df

a
O problema desta solugdo geral é que os dois ultimos termos integrais que carregam

informacdes de temperaturas prescritas nas fronteiras podem nao convergir uniformemente em
r=a ouem r=b, para os valores de f(f) ou f,(¢), ou seja, condigdes de fronteira ndo

homogéneas podem levar a dificuldades de convergéncia da solugdo proxima a elas (OZISIK,
1993). Um exemplo dessa dificuldade de convergéncia da solugio pode ser visto no problema 8.8,
cuja solucdo é dada pelas equacdes (8) a (138), de Hahn e Ozisik (2012, p. 331). Uma das
alternativas para aliviar essa dificuldade, segundo os referidos autores, é fatiar o problema original
usando a metodologia proposta por Ozisik (1993), que sera aqui adotada e descrita
resumidamente. Tal metodologia transforma em alguns casos, em particular o que estamos
analisando, problemas ndo homogéneos de conducdo de calor em regime transiente com

condigdes de fronteira ndo homogéneas, em problemas nao homogéneos, mas com condigbes de
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fronteira homogéneas. E claro que se as condicdes de fronteira ndo homogéneas forem

transformadas por essa técnica em homogéneas, a solugdo dada pela equacgéo (47) nao devera

ter mais as contribuicdes dos termos integrais como fungdes de f, (r) e f, (r)

Sera assumida que a solugédo do problema dado pelas equagdes (1) a (4) pode ser

separada pela contribuigdo de trés componentes na forma
T(rt)=0(r.0)+¢(r) fi(1)+0:(r) £2(2), (48)
onde ¢(r) e ¢,(r) satisfazem os seguintes problemas de Cauchy dados pelas equagbes

diferenciais ordinarias na forma
2
rd (012(V)+d(01(r) =0, a<r<b,
dr dr (49)
g (a)=1 ¢/(b)=0

2
rd%z(r)er%(r):O, a<r<b,
dr dr (50)

@, (a)=0, ¢,(b)=1.

Fazendo rd(i"l(r) =B, i=1,2, obtém-se (p,.(r):A,. +B, ln(r), i=1, 2. Dai, e usando
r

as condi¢des de fronteira dadas pelas equacdes (49) e (50), resulta que

ln(rj ln(r]
b a

ln(aj ln(bj
b a

As fungdes ¢.(r) s&o as solugdes estacionarias dos problemas de conducéo de calor em

o (r)= (51)

e o (r)=

cilindro oco 1-D sem geragao de calor, dado pelas equacgdes (49) e (50). Das equacdes (1) a (4),
(48) e (51), resulta o problema em 6 = 4(r,t) dado por

2
00 19+ *=18—f, a<r<b, t>0

ot
CF1: 0(a,t)=0, t>0, (52)
CF2: 6(b,t)=0, >0,

Cl: 49(r, O)zF*(r), a<r<b,
onde

gt 1

g*(rn=E00 ;{col(r)%ﬁ(r)wz(r)%ﬁ(z)} (53)
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F*(r)=F () =[p,(1) £,(0)+¢,(r) £,(0)]. (54)
As equacdes (53) e (54) correspondem as equacdes (1.50a) e (1.50b) de Ozisik (1993, p.
23). Esse método pode ser estendido a problemas multidimensionais, desde que as condi¢bes de
fronteira sejam somente fungao do tempo.
A funcdo de Green dada pela equacao (41) pode ser usada para a solugdo do problema
dado pela equagéo (52) na forma

b t (b
O(r,t) = J-G(r,t, 7, r)T:OF * (r')r'dr'+KJ‘£J. G (r,t,r', T)g *(r,7) r'dr'j dr. (55)

a 0\a

Das equacbes (48) e (55), resulta a solugao aproximada por fungdes de Green para o

problema dado pelas equacgdes (1) a (4) como

b

t (b
T(r,t)= J.G(r,t,r',T)TZOF *(r) r'dr'+K_([('[G(r,t,r',f)g *(7, T)r'dr']dr + (56)

+o1(r) i) +0.(r) 12 (2),
onde G(r, t,r’,r) é dado como na equagéo (41) e ¢,(r), i=1, 2, sdo dadas como na equacgdo
(51). Note que agora a solucao obtida pela equacao (56) converge para os valores prescritos na
fronteira pelas equacdes (2) e (3), isto é,

T(a,t)=f,(t) e T(b,t)= f,(t), t>0. (57)
Para ver isso, basta usar as equacdes (28) e (51) em r=a e a equagdes (29) e (51) em
r=>b . Note que o primeiro termo do lado direito da equagéo (55) é a contribuigdo da condi¢do
inicial F*(r) de 6(r,t) para T(r,t), isto &, a fungéo de Green é evoluida em 7 =0, multiplicada
por F*(r) e depois integrada no dominio a<r<bh . O segundo termo traz a contribuigdo do
termo de geracdo g*(v’,7) de H(V,t) para T(r,t), ou seja, € a fungdo de Green multiplicada por
g*(r’,7) e depois integrada nesse espaco. O terceiro termo traz as contribuicdes das condigbes
de fronteira de Dirichlet. Das equacgdes (41), (51), (54), a equagao (56) pode entdo ser reescrita da

seguinte forma

A

(n0)=7% 2, 72 (2 a) DN

b
G, (/”tnr)'[F *(r)rGy(A,r)dr' +

@ Ala , L b ,
mz[ zlﬁ A,a) (JZ ()z b) Gy (Ar)[ [ Gy (A7) g* (0 edrdr +
" 0 0a

)

f1 £ (1),
m(aj

onde as equagoes (53) e (54) sao novamente apresentadas na forma

(58)

/—'\
>
—
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t) 1 d d
e () =L g ()L 10 (4 100
F*(r)=F(r)~[p.(n) £,(0)+¢,(r) £,(0)],

enquanto os A, séo dados pela equagédo (29) como

(59)

Gy (2r) = [, (4r) 1, (45) =1, (2), (4r)] =0.
Alguns casos especiais da equagao (58) serdo objetos de andlise usando essa equacgao
geral para uma aproximagao da solucao de problemas dados pelas equagdes (1) a (4).
A Figura 1 mostra um longo e fino cilindro oco de aluminio homogéneo e isotropico,
L:a<r<b, com condigdes de Dirichlet dependentes somente do tempo e com geragao de calor.

Figura 1 — Cilindro oco de aluminio, longo e fino com condi¢des de Dirichlet dependentes do
tempo em cada superficie do sélido com geragao de calor.

(1

| ?;li/ T(b,t) = fo(t)

T(r,0) =F(r)

Fonte: Elaboragao dos autores (2020).

Vamos considerar, de modo aproximado, os seguintes parametros para o aluminio:
k=190(W /m°K) , a=0.045mm, b=0.075mm e K=8O><10_6(m%). As unidades de

temperatura e tempo no Sistema Internacional de Unidades (Sl) foram convertidas para graus e

minutos, respectivamente.

3.1. Caso |.A

Vamos considerar o cilindro da Figura 1, sujeito as seguintes condi¢cdes de Dirichlet, sem
geragao de calor e condigao inicial constante,

(r, ) =0, (60)
Das equacoes (59) e (60), tem-se

F*(r)=F(r)=V e g*=0. (61)

Das equacoes (58), (60) e (61), resulta a solugao desse problema na forma
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Mg

Vﬂ.z (ﬂ'a) ~KkAlt (
Gy (Ar) [ FGy(Ar) dr .
2 S ﬂa) 7 (40)° o n”)[" o (A7) dr (62)

r'=a

Das equacgbes (46) e (62), tem-se

_ P Jy (/lna)
T(r,t)— Vﬂ;e J(f(/’tna)—Jg(/’tnb) GO(/lnr). (63)

A equacao (63) concorda com a equacgao (13) obtida por Carslaw e Jaeger (2011, p. 207)

para esse caso.

3.2. Caso |.B

O cilindro da Figura 1 esta sob as mesmas condigdes do Caso |.A, mas agora com

geracgao de calor uniforme, ou seja,
T(r=a,t)=T(r=b,t)=0,
g(r.t)=g (64)
F(r) =V,

onde g, € agora tomado como constante. Das equagdes (59) e (64), tem-se

F*(r)=F(r)=V e g*z%. (65)

Das equacgbes (58), (64) e (65), resulta a solugdo desse problema na forma

J, (/Ia)

T(rt)=Vry e G (A
() =V ™ T a)= 7 () O ()
K& 220y (A,a) Lob (66)
+ 222 —KkAlt n? 0\ G (A —:d,er 17\ drde.
2552 Tl -som B0 | L s
Das equacbes (46) e (66), obtém-se a solugcido aproximada desse problema na forma
2 J (ﬂ, Cl)
¢ :V KAt 0 n G A«
ni)=VrLe J2(Aa)—J2 (Ab) o ()
(67)

T o(Aa o(A,a —iAk
s ;{zj [/, WE)JO (40)] GlAr) =7 [/, (zn§)+30 (40)] G(Ar)e™ }
Observe que a equacgao (67) “carrega” a solugdo dada pela equacao (63), que continha
somente a contribuigdo da condig&o inicial. Quando ¢ — o, T(r,t)—)TSS(r), isto €, a temperatura
tende para o regime estacionario TSS(r). A equacao estacionaria em um cilindro oco 1-D com

geragao de calor pode ser obtida da equagéo (15) de Carslaw e Jaeger (2011, p. 191) na forma

2
TSS(r)=A+B1nr—& . Dai, e usando as condi¢bes de fronteira desse problema, podemos
4k
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identificar o somatério do primeiro termo entre chaves da equacdo (67) com a solugdo

estacionaria, isto €,

(68)

a’—b* 2
5 ()8 g )

Introduzindo a equacao (68) na equacao (67), obtém-se a solugdo desse problema dada
por

2 2 J, (ﬂ, a) g 2 J (ﬂ a)
T ,t =V KAt 0 n G /l _ 50 KAt 0 n
(r:2) ”,,Z:;e Jy (A,a)+J, (A,h) (A7) k Z;e lj[JO (L,a)+J, (znb)]

~——Z2n
(aj 4k
In| —
b

Em particular, se adicionalmente V' =0, a equagéo (69) fica na forma

G, (ﬂnr)+

g0a2+ & (az_bZ) n(r)_go’”z (69)

4k

T(r’t):_%geM"ZtAS[JO(XSTJ)O(znb)]GO(l"r)_ bl

(70)

+ 84" +—50 (a2 _bz)ln(r)—go—rz.
ak (aj 4k 4k
"5

A Figura 2 mostra uma simulagdo com os casos |.A e |.B, usando, respectivamente, as
equacoes (63) e (70).

Figura 2 — Perfis de temperaturas no cilindro 1-D: (a) sem geracao de calor e (b) com geracao de

calor.
Caso I.LA Caso I.LB

60 |

W

&) ——r=0.05m
o : 40 — r=0.06m
\E = fi (e)=o0
. = £ =0
2 g 20 F(r)=0
a* 2 20

g §

= =

001 002 003 004 005 006 007 008 009 0.10
Tempo (min)

0.06 007 0.08 0.09 0.10]
Tempo (min)

Fonte: Elaboragao dos autores (2020).
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No caso I.A, pode ser notado o decaimento da temperatura a zero mais acentuado préoximo
a regido em r =a , que esta sob o efeito da condicdo de temperatura nula nessa superficie. No
caso |.B, nota-se somente o efeito do termo de geragdo de calor no perfil de temperaturas.

Observe que os graficos foram gerados perto da fronteira, em » = a e com tempos pequenos.

3.3. Caso IlLA

O cilindro da Figura 1 esta sujeito as seguintes condicées de Dirichlet constantes e nao

necessariamente nulas, sem geragao de calor, e condi¢ao inicial como funcéo da variavel espacial,

isto é,
T(a,t)=V,, T(b,t)=V,,
g(r.1)=0, (71)
T(r, 0):F(r)
Das equacbes (59) e (71), tem-se
Vllné+V2 In”
F*(r)=F(r)- r - a (72)
In—
a
e
g*(r,)=0. (73)
Aqui, a solucéo estacionaria para esse problema de conducao de calor é dada por
VllnéJrV2 In’
Ty (r)=—"—F—%. (74)
In—
a
Das equacgbes (58), (72) e (73), tem-se
b r
g Js (A,a) i 8 Viln=+V,In—
T(r,t)==—> A LR e G (Ar) |Gy (A, )F (r)rdr+ —L—o2
()= A e AN G A () —
¢ (75)
2 2(1 ) b Vllné+Vzln£
T° 0 42 Jy (4,a —A , 7 al ...
- . e "G (A1) |G (A1) ————F—rdr.
> 2 G GGG —
a
Usando a integral reportada por Carslaw e Jaeger (2011, p. 207), pode-se obter
b r
’ Viln—+V,In— 2(VJy (Ab)+Vady (4
jGo(/znr') L T oa|eges (o c )+ Vo ”a)). (76)
a lné ﬂ%’n‘lo(ﬂ’na)
a

Das equacgbes (75) e (76), resulta a expressao dada por
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T(I’ t) 72'2 iﬂZ Joz(/lna) e—mZ;G (ﬂ I/’)j'G (ﬂ, r')F(r') g
5 ! r
) n:l "J()z(ﬂa)_«]oz(ﬂb) 0\ ) o (M
b r (77)
—”Z[ Vido (A,0)+Vyd, (4,a)] ()G, () Vin "+ 7, I
n=1 J()z(/lna)—Joz (ﬁv,,b) 0\ "n 0\""n lné .
a

A equacéao (77) concorda com a equacao (15) de Carslaw e Jaeger (2011, p. 207) para

esse caso; 0os autores usaram o método de separagao de variaveis por meio de uma translagao da
solugdo estacionaria. Em particular, se na equagéo (71), V, =V, e F(r): V,, usando a equagao

(46), a equacgao (77) pode ser colocada na forma

) At ) KA
”VZ /1a)+J (;tnb)GO( r)e ”VZ M)H(ﬂnb)Go(/%r)e +V. (78)

Essa equacao pode ser facilmente adaptada para aplicacdo em difusdao de substancias

(CRANK, 2011) substituindo x por D e V, pela concentragéo de substancia C, .

3.4. Caso ll.B

O cilindro da Figura 1 esta sujeito as seguintes condicées de Dirichlet constantes e nao
necessariamente nulas, com geragéo de calor uniforme, g, , e condi¢do inicial como fung&o da
variavel espacial, isto &,

T(a,t)=V,, T(b,t)=V,,
(nO 80> (79)

]

Das equacgoes (59) e (79), tem-se
g*(r,t)=%. (80)

Basta introduzir na equacéo (77) o segundo termo que aparece no lado direito da equacgao
(58), isto é,
72'2 ke Jg (A Cl) 22 b
"G (Ar)| G, (A )F(r)rdr+
2 57" g (Aa)-Jg (A,b) (4] Go(arF ()

a

{ ( ) ( )} Vlnb+V lnr

2 =V J, (A4,D)+V,J,(4,a e =+, In—

- J (A G (A r d

”z Ty (4,a)=J; (A,b) o(4a)e Gl Ar)+ In? ' el
a

e ’G ) *(r',T)r'dridr.

N§
:MS

(2« a) _’dzt ‘
G, /1
=72 (% a) Z(4b) ' I

n

Qe >
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A integral dupla que aparece na equacao (81) pode ser resolvida separadamente na

variavel 7, e depois na variavel espacial r, usando a equacéao (46), obtendo-se
2 2 b
_7 )2 ‘]0 (ﬂna) —KA , N g
T(r,t)= 7;/1" TEha) =72 (Ab) e""'G, (/lnr)IGO (A7 )F (r')rdr'+

a

{ ( ) ( )} Vlnb+V In”

Vo (40)+ Vo, (4,0 A2 e g

- J, (A G4

"2 Jo (ha)=J; (4,b) o(Aa)e Gl Ar)+ ne ©2
a

S 4,a)Gy(Ar) i, 87 2,4)Go (4,7)
( 2/1 [J /Ia J(/Ib)] nz/l [J /1a J(/znb)]]'

n n

Quando t >0, T(r,t)—> TSS(r), isto €, das equacdes (68) e (82), a temperatura tende

para
|4 ln b +V,In— d
8, i Jy (/Ina)Go (;Lnr) + a___& (a’ _bz)ln(a)+go a’ +
D) M O
b b
b r (83)
2 2 > VIn—+V,In—
+_ 5 (a _b)ln(r)—gor + e a:Tss(”)-
| (a) 4k 4k | (aj
n n
b b
A equacgéo (83) pode, ainda, ser colocada como
a’—r’ 1 a’ —r? r
L)t )+ln(aj {Vl T (7). 8
E facil verificar que Ty (a) =V, e Ty (b)=V,. Das equagdes (82) e (84), tem-se
7[2 - J2 ﬂna t 0 I4 4 14 14
T(r t)——z : " B 0)( JZ)(/Inb) "G, (4, r).[GO (A7) (r")rdr'+
o I BD)V VI (B) ) i () g, )
; ] o\ o\ 17 8o 4k : (85)

R
)

}lnl go”i J ( )GO 4 7") e—ld,ft.

(4,
a kS (4a)-T,(4b)]

n

A equagdes (82) e (85) podem ser usadas para aproximar a solugao do problema dado
pelo caso II.B.
A Figura 3 mostra uma simulagdo com os casos Il.A e I.B usando, respectivamente, as

equacdes (77) e (85).
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Figura 3 — Perfis de temperatura no cilindro 1-D: (a) sem geracao de calor e (b) com geragao de

Caso ILA

= A

Temperatura Ti7, ?’jIOC

002 04 00 008

Tempo (min)

calor.
Caso IL.B
O
=
- g 7= 0.05m
= M g r=0.06m
r=006m 5
filth =30 g* . fi®) =30
£.(6) = 40 & fo(8) = 40
F(r)=20 F(r) =20
go=10 go= 10°
[ALT 0.12 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10 0.12
Tempo (min)

Fonte: Elaboracéo dos autores (2020).

Pode ser notado que a fonte de calor uniforme nao produziu um aumento significativo de

temperatura no cilindro, mostrando que as condicdes de Dirichlet de temperaturas constantes

parecem limitar o aumento de temperatura produzido pela fonte de calor uniforme.

A Figura 4 mostra uma simulagdo desse problema, mas agora considerando um termo

fonte variavel. Para gerar esse grafico foi usada a equagéao (81), pois a integragédo no tempo nao

fornece uma férmula fechada como o ocorrido com a fonte uniforme de calor no caso anterior,

dado pela equacao (84).

Figura 4 — Perfis de temperatura no cilindro 1-D com geracgao de calor uniforme variavel no tempo.

100

Caso I1.B
600

8]

< — +=005m
Sw — r=0.06m
g fi(t) =30
‘:E: 300 fz(t) =40
5 F(r) =20
5 200 go=10%¢?
=

3 4 5 6 7 8
Tempo (min)

Fonte: Elaboragao dos autores (2020).

Esses perfis de temperaturas mostram um aumento de temperatura rapida para a fusdo do
aluminio que ocorre em torno de 660 °C . Pode ser notada uma maior variacdo de temperatura na
posicdo r =0.06 m, em relagéo a regido mais proxima da superficie interna em r =a . Isso pode

ser devido a maior influéncia da condigéo de Dirichlet na superficie externa em » =5, que tem

uma temperatura prescrita mais elevada.

REMAT, Bento Gongalves, RS, Brasil, v. 7, n. 1, p. €3015, 30 de junho de 2021.



Cilindros ocos 1-D com geragao de calor 19

O ultimo caso considera uma condi¢do de Dirichlet variavel no tempo na superficie em
r=b.

3.5. Casollll
O cilindro da Figura 1 esta sujeito as seguintes condi¢cdes de Dirichlet, sendo uma
constante e a outra variavel, com geracéo de calor uniforme, g, , e condi¢&o inicial de valor
constante como fungao da variavel espacial r, isto &,
T(a,t)=V,, T(b,t)=pt,
g(r.1)=g, : (86)
T(r, O) =V,

onde [ é uma constante positiva. Das equagdes (59) e (86), tem-se

1n(”j ln(b)
O I A () By A s

BRREY ()

Das equacdes (58) e (87), resulta a expressdo da solugdo aproximada desse problema,

(87)

a

dada por
In b)|
e AH(Aa) ’ , )|
T(r’t)_T,,Z_:‘Jg(z”a)—Jg(ﬁnb) "Gy (2, r)!Go(ﬂnr) VO—V11 (bj rdr+
al 2
a .
In bj
© ﬁ , tb , 7
+_Kz )(J"()ﬂ 5y Gl [JeG, (ar) g"—é by [drde @)
n 0a

GG,
n(3) | ml2)

A Figura 5 mostra perfis de temperaturas para o caso Ill.A quando g, =0, comparado com

o caso lll.B com g, constante. Os graficos foram gerados com a equagéo (88). A Figura 5(a)

mostra a distribuicdo de temperaturas para os casos Ill.A e [ll.B em duas posi¢gdes do cilindro,
enquanto a Figura 5(b) mostra alguns perfis de temperaturas ao longo do dominio espacial com o
tempo fixado. Nessa figura, pode ser notado que nas superficies do cilindro oco, as temperaturas
convergem para o mesmo valor das condigbes de Dirichlet, com ou sem calor. Esse fato era

esperado e mostra a qualidade da solugao obtida para esse problema com a equacéao (88).
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Figura 5 — Perfis de temperatura no cilindro 1-D (a) sem geracgao calor e (b) com geragao de calor.
Caso 111 Caso III

30
30 //

U 0
= o |l oy
R _______.-—-—""_'——_"— 350
= T Caso IILB =
8 . CasollLA ;-0 05m ]
£ —=r=005m ——qp¢ g . e
g, L B £ |~ == 0min Caso LA™
%'” M= O go= 10° _ & |==t=1min S
& s 90=0 Lt 8"~ —/=5min =
e =
i fit) =30 |=¢=0min Caso IIL.B
: =T fal)y=t |—7=1min
i — .
== HE=a —t=5min
: : ’ ) 5 5 ° ! i % " (Ell‘ll-i“ 0.050 0.055 i 0.060 0,065 0070 0.075
Tempo (min) Raio (m)

Fonte: Elaboragéb dos autores (2020).

4. Conclusoes

Uma solugdo aproximadamente geral para o problema de condugdao de calor 1-D em
regime transiente, com geracdo de calor em cilindros ocos homogéneos e isotropicos, com
condicdo de Dirichlet em fungdo do tempo nas superficies, € uma dada condigdo inicial foi aqui
estabelecida. Para aliviar, ou atenuar possiveis dificuldades de convergéncia da solugdo nas
proximidades das superficies que constituem a regido de distribuicdo de temperatura, foi adotado
um método conhecido, que consiste em transformar as condigées de fronteira ndo homogéneas
em homogéneas, que combinadas com a fungdo de Green obtida da solugdo aproximada da
versdo homogénea do problema analisado, tornou possivel a obtencdo de uma solugdo
aproximadamente geral para esse tipo de problema. Simulagbes foram realizadas com essa
equacao, algumas delas envolvendo casos especiais reportados na literatura, o que permitiu a
comparagcao dos resultados obtidos observando-se uma boa concordancia entre eles. Desse
modo, essa solugcdo permite a analise de problemas térmicos mais gerais que possam ter
aplicagdes na engenharia. Além disso, essa solugdo pode ser utilizada para a validagcao de
solugdes numéricas aproximadas aumentando a precisdo delas. Uma importante integral formada
por funcbes de Bessel integrante da expressao geral foi resolvida analiticamente, e o seu

resultado utilizado na solugdo geral para obter expressdes simplificadas dos casos especiais aqui
analisados.
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