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1 Introducao

Este trabalho possui como objetivo contemplar e demonstrar propriedades do Conjunto de
Cantor. Filho de dinamarqueses, mas nascido na Russia, Georg Cantor (1845-1918) doutorou-se em
matematica pela Universidade de Berlim. Ficou conhecido por ser um dos criadores do Congresso
Internacional de Matematicos (ICM) ao lado de Felix Klein, e por ter elaborado a moderna Teoria
dos Conjuntos, que abriu as portas para ampliar as fronteiras da Matematica e definir o conceito de

infinito.

Seus trabalhos geraram embates e polémicas entre os matematicos da época. Tempos
depois, tais trabalhos foram reconhecidos, levando-o a ser nomeado membro honorario da Lodon

Mathematical Society e homenageado com a medalha de Royal Society London.

David Hilbert (1862-1943), um de seus poucos defensores na época, afirmou: “Que ninguém
seja capaz de nos tirar do paraiso que Cantor criou para nés”. Reconhecidamente religioso, Cantor
era visto com maus olhos pela comunidade matematica e sofreu boicotes e perseguicdes, o que o
deixou perturbado, levando-o a uma internagcdo em uma clinica psiquiatrica na Alemanha, até os

seus Ultimos dias.

Mais detalhes sobre a vida e os trabalhos de Cantor podem ser encontrados nos estudos
de Freira (1992) e IMPA (2017). As principais referéncias para o trabalho sao Lima (2018) e Willard
(2004).

Este texto inicia com uma secao sobre conceitos preliminares. Na sequéncia, temos uma
secao onde o Conjunto de Cantor é definido e tem suas propriedades mais conhecidas demonstra-
das. Por fim, vemos que, a menos de homeomorfismo, o Conjunto de Cantor é Unico com todas as
propriedades apresentas, ou seja, € 0 Unico espago métrico compacto nao vazio, perfeito e total-

mente desconexo. Este resultado é conhecido como o Teorema de Brouwer (BROUWER, 1910).

2 Preliminares

Nesta secao, apresentamos algumas definicdes que sao necessarias para uma melhor com-

preensao do conteudo.
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2.1 Espacos métricos

Para esta secao, utilizamos, em grande parte, Munkres (2000) e Willard (2004).

Definicao 2.1. Seja um conjunto M # (). Uma métrica no conjunto M é uma fungdod: M x M —s R
que associa, a cada par ordenado de elementos (x,y) € M x M, um numero real ndo negativo
d(x,y) denominado distancia de x a y, de modo que sejam satisfeitas as seguintes condigbes, para

quaisquer x,y,z € M:
(D1) d(z,x) =0;
(D2) x #y = d(z,y) >0;

(D3) d(z,y) = d(y, ),

(D4) d(z,z) < d(z,y) + d(y, z) (desigualdade triangular).

O par (M, d) é chamado espago métrico.

Exemplo 2.2. Sgjad: R x R — R, dada por d(z,y) = |z — y|, a fungdo que define a distancia entre
dois pontos x,y € R. O par (R,d) € um exemplo de espago métrico. Paran € N, n > 2, qualquer

espaco R™, com a métrica do soma, do maximo ou euclidiana, sGo exemplos de espacos métricos.

2.2 Espacos topoldgicos

Definicao 2.3. Uma topologia em um conjunto X é uma colegdo r de subconjuntos de X, chamados

conjuntos abertos, satisfazendo:

(T1) Qualquer unido de elementos de T pertence a r;
(T2) Qualquer intersecdo finita de elementos de  pertence a 7 ;

(T3) 0 e X pertencem a .

Dizemos que (X, ) € um espago topologico. Caso nédo haja confuséo, escreveremos apenas

X para espaco topologico no lugar de (X, 7).

Exemplo 2.4. Qualquer espago métrico (M,d) é um exemplo de espago topoldgico. Exemplos de
abertos nos espacos métricos sao as bolas abertas. Dados a € M er > 0,r € R, a bola aberta de
centro a e raio r é conjunto

B(a;r) ={x € M;d(z;a) <r}.
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Exemplo 2.5. A topologia discreta é formada por todos os subconjuntos de X. A mais simples é a

topologia trivial, cadtica ou cofinita que tem por elementos apenas X e ().

Definicao 2.6. Em um espaco topologico X, dizemos que F é fechado se o complementar em X
(A= X — F) for aberto.

Exemplo 2.7. Exemplos de conjuntos fechados sao as bolas fechadas em espagos métricos, ou
seja, conjuntos da forma

B(a;r) ={x € M;d(z;a) <r}.

Definicao 2.8. Sejam X eY espagos topologicos. Uma fungéo f: X — Y é continua se para cada

subconjunto aberto A de 'Y, o conjunto f~1(A) é um subconjunto aberto de X .

Observacao 2.9. De forma equivalente, podemos escrever essa definicdo dizendo que f~'(F) é

fechado em X, para todo F fechado emY .

Definicao 2.10. Dados espacos métricos X e Y, um homeomorfismo entre este espagos € uma

fungdo f: X — Y que seja bijetora, continua, com inversa continua.

Exemplo 2.11. Dados o cone C = {(z,y,2) € R3;2%2 4+ y?> = 22 e z > 0} e o plano R?, podemos

definir um homeomorfismo g: R> — C. De fato, basta definir

9(z,y) = (z,y, 2% + ).

Nem toda fung&o bijetora continua tem inversa continua. Basta considerar f: [0,27) — S!,
em que S é a circunferéncia de centro (0,0) e raio 1, dada por f(t) = (cos(t),sen(t)). Claro que f é
continua e bijetora. A inversa nao € continua em (0, 1), pois para cada k € N, sejam t;, = 27 — (1/k)
e zp = f(tx). Entdo limz, = (1,0) = p, mas nao é verdade que lim f~1(z;) = lim¢; seja igual a

f~(p) = 0. Aqui consideramos a métrica euclidiana.

Definicao 2.12. Sejama € X, em que X é um espago topoldgico. Dizemos que:

(i) a é ponto interior a X, se existe um aberto A C X tal que a € A. No caso de A C R", se
existe e > 0, tal que B(a;r) C X. Caracteriza-se como o interior de X (int(X)) o conjunto de
todos os pontos interiores a X . Pode-se mostrar que o int(X) € a unido de todos os abertos

contidos em X .

(i) a € aderente a X, se todo aberto em torno de a intercepta X. No caso X C R", sea € 0
limite de alguma sequéncia (x,,) de pontos de X, ou seja, dado ¢ > 0, existe ny € N tal que

paran > ng,

REMAT, Bento Gongalves, RS, Brasil, v. 7, n. 1, p. 3011, 20 de abril de 2021.
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|zn — al| <e.

O fecho de X (X) é o conjunto de todos os pontos aderentes a X. E possivel mostrar que
um conjunto é fechado se, e somente se, X = X. E claro que sempre vale X C X. Pode-se

provar que X é a interseg¢do de todos os fechados que contém X ;

(iii) a & ponto de acumulagdo de X se todo aberto em torno de a contém algum ponto de X dife-
rente do préprio a. No caso X C R"™, quando para todo ¢ > 0, valer que (B(a;e)\{a} N X) # 0.

Diz-se que a € X é ponto isolado de X, se a ndo for ponto de acumulagao;

(iv) Uma cobertura aberta de um espaco topoldgico X é uma colecdo de abertos {A;,i € I},

sendo I um conjunto de indices, de X tais que

X:U&

Uma subcobertura de uma cobertura é uma subcolegao de abertos que ainda cobre X .

Dizemos que X é compacto se toda cobertura admite subcobertura finita. No caso de
espagos métricos, pode-se mostrar que todo conjunto compacto é limitado e fechado, ou
seja, esta contido em alguma bola de raio finito. Nao vale a reciproca, como pode ser visto

em Mathonline (2020). Porém, ha uma equivaléncia no caso dos espacos euclidianos R™.

2.2.1 Conexidade

Definicao 2.13. (1) Seja X um espaco topologico. Uma separacao de X é um par U,V de
subconjuntos de X que sejam abertos, ndo vazios e disjuntos, tal que X = UUV. X é

conexo se ndo existe uma tal separagao.

(2) Se x € X, o maior subconjunto conexo C, contendo x € chamado de componente conexa de

xT.

Exemplo 2.14. X C R é conexo se, e somente se, X é um intervalo. Ver Lima (2014, p. 56, Teorema
30).

Definicao 2.15. Dado um espaco topoldgico X, dizemos que um conjunto A C X é:
(i) Totalmente desconexo se, e somente se, as componentes conexas de cada x € X sao

pontos. No caso de X C R, é o mesmo que dizer que nao contém intervalos, ou seja, ndo

contém pontos interiores.

REMAT, Bento Gongalves, RS, Brasil, v. 7, n. 1, p. 3011, 20 de abril de 2021.
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(i) Perfeito, se todos os seus pontos sdo de acumulagao.

2.3 Representacoes em base 3

Definicao 2.16. Dado x € [0, 1), representar x na base 3 significa escreverx = (0, x1,x2, T3, , T, -

onde cada um dos digitos x,, sdo iguais a 0, 1 ou 2, de tal modo que

xr1 X9 T3 Tn
r=rtgr gttt

Proposicao 2.17. Um numero da forma (0,0,...,2,2,...)s, com 2 comegando na n + 1-ésima

posigao, € igual a (0,0, ...,1,0,...)3, em que 1 ocupa a n-ésima posi¢éo.

Prova. Este fato segue diretamente do resultado de somas de progressées geométricas. De fato,

utilizando da definicao de representacdo em base 3, obtemos:

2
(0,0, . 72727 )3 == by
37
Jj=n+1
) n
1 1
=2(D> 5D 5
3 3
=0 =0

Proposicdo2.18. Se A = {k3 "1, 0<k<3" '-1ekecZ}eB=1{(0,a1,...,an_1)3;a1,...,an_1 €
{0,1,2}}, entdo A = B.

Prova. Facamos a demonstracao em partes.

1. A C B: Sgjax € A. Entdo x = 3*~. Pelo algoritmo da divisdo, podemos escrever k =

3mi +ri,commqy,ri ENelO<r <2 Com isso,

mi r1
3n—2 3n— 1°

€Tr =

Prosseguindo, podemos dividirmy por 3, obtendo mi = 3ms+re, cOMmao, 79 € N0 < ry < 2,

resultando em

ma T2 1
- 3n—3 + 3n—2 + 3n—1 :

X

REMAT, Bento Gongalves, RS, Brasil, v. 7, n. 1, p. 3011, 20 de abril de 2021.
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Prosseguindo com algoritmo da divis&o, encontraremos algum j € N, tal que m;_, = 3m;+r;,
commgj,r; € N,sendol <m; <2e0<r; <2. Assim,

_omy rj T2 1
T = 3G + 3n—7 +..+ 302 +

737171 = (0,0, ,O,mj,rj,... ,7’2,7”1)3,

ou seja, x € B, concluindo que A C B. Destacamos que m; esta na posicdo n — (j + 1).

Também, j < n deve ocorrer, pois 0 < x <1 — 37%_1 < 1. Caso j > n, ocorreria x > 1.

2. BC A: Sejax € B. Entao

ay . az an—1 3" 2a1 +3"Bag+ ...+ a2 + an—1
x:§+§++3n71: 3n71 )

coma; € {0,1,2},i=1,...,n—1en e N tal que n > 2. Escrevemos k = 3" 2a; + 3" 3ay +
...+ 3an_9+a,_1. Claro que k € N. Agora, de 0 < aq,as,...,a,_1 < 2, obtemos que k > 0
e que

3t -1

k§2(3”_2+3”‘3+...+3+1):2T:3”_171,

concluindo que B C A.

3 Conjunto de Cantor

Nesta secao, construimos o conjunto de Cantor e demonstramos algumas de suas propri-
edades. Mais explicitamente, vamos mostrar que o conjunto de Cantor é totalmente desconexo,

compacto, perfeito e ndo enumeravel.

Vejamos sua construcdo. Ele € obtido como o complementar de uma reuniao de intervalos

abertos.

Inicialmente, consideramos o intervalo [0, 1]. Deste, retiramos o seu tergo médio aberto, ou

1 2

seja, o intervalo (3, g). Na sequéncia, retiramos os tercos médios dos intervalos restantes, ou seja,

de [0, %] e [2,1] retiramos, respectivamente, os intervalos (§,2) e (3, 3). llustramos até este passo
na Figura 1.

Figura 1 — Fragmentacao do intervalo [0,1], até a 22 etapa da construgao do Conjunto de Cantor.

|
|
0 1
1
1

Lol— ——
Ll ——

Ol
]
Wl
| =
©o|co
p—t

o
ol

Fonte: Elaboragao dos autores (2020).
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Este processo se repete, infinitamente, sempre na etapa seguinte, retirando-se o terco médio

aberto dos intervalos que sobraram na etapa anterior.

Notemos que na n-ésima etapa, cada intervalo restante, ap6s a retirada, tem comprimento

1

37, sendo que ha 2" destes intervalos.

Denominando por K o conjunto de Cantor e por C,, a unido dos intervalos restantes na etapa

n € N*, podemos afirmar que

K:ﬂC’n.

n=1

Em seguida, demonstraremos as quatro propriedades listadas anteriormente.
3.1 K é totalmente desconexo

Suponhamos que K possui um interior ndo vazio e seja x € int(K).

Entéo, devemos ter ¢ > 0, tal que (z — e,z +¢) C K.

1
371

gue na n-ésima etapa nao pode estar contido em K um intervalo (x — ¢,z + €), sendo parte dele

Mas, como existe n € N, tal que < e (comprimento dos intervalos na etapa n), ocorre

interceptado pelo complementar de K, implicando que o interior deste conjunto € vazio. O

3.2 K é compacto

Do fato de K estar contido em [0, 1], entao este é claramente limitado. Como a cada etapa
€ retirada uma quantidade finita de intervalos abertos e, a quantidade de etapas é enumeravel,
utilizando Lima (2014, p. 8), podemos afirmar que uma quantidade enumeravel de intervalos abertos

é retirada de [0, 1] para formar o Conjunto de Cantor.

o0

Denominando tais intervalos abertos como I, I, ..., I,,..., teremosque F =R - (J° | I, é
fechado, pois é o complementar de uma unido enumeravel de abertos. Isto implicaque K = [0, 1]NF

também sera fechado. Portanto, K € compacto. [J

REMAT, Bento Gongalves, RS, Brasil, v. 7, n. 1, p. 3011, 20 de abril de 2021.
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3.3 K é perfeito

Seja a € K. Entao, a esta sempre em algum intervalo restante de cada etapa da construcao

do conjunto de Cantor.
Claro que na primeira etapa, a deve estar em [0, 3] ou [2,1].

Denominamos o intervalo, neste caso, ao qual a pertence por [z1,y:]. Na préxima etapa, a
estara em algum intervalo da forma [z, b] ou [c, y1], pois foi retirado o tergco médio aberto de [z1, y1].
Se estiver no primeiro, denominamos tal intervalo por [z2,y2], em que 2o = =1 € y, = b (analogo
para o caso do segundo intervalo, em que teriamos x5 = c € y» = y1). E, assim, procedemos

indefinidamente, observando que para todo n € N, sempre ocorre que existem z,,y, € K, com

T, < a < yn, eMm que y, — =, = =, conforme ja comentado.
) 3

Dai, construimos sequéncias (z,) € (y,) de elementos de K, onde pelo menos uma delas
€ nao constante e de infinitos termos distintos, com limz,, = limy, = a, Ou seja, a € ponto de

acumulacgo. O
3.4 K é nao enumeravel

Os elementos de K podem ser escritos na base 3, conforme Definicdo 2.16.

Aqui, vamos dividir a demonstracdo em partes.

1. Os extremos de cada intervalo restante, apos uma etapa, apresentam apenas os algarismos
0 e 2 em sua representagdo na base 3: na primeira etapa, os extremos dos intervalos obtidos

sao escritos como
(07070707...0...)3, (0,170,0,...0...)3, (0,2,0,0,"-0"')36(1,0,0,0,-"0-")3,

ou seja, respectivamente, 0, 3, 2 e 1.

Na segunda etapa, podemos escrever 0s novos extremos obtidos como
(0’0’170’...0...)3’(0707270,...0...)3, (07271707...0...)3 e (07072’2’...0...)3_

Notemos que na primeira etapa temos como conjunto de valores extremos o seguinte: Cy =

{07 %7 %7 1}'

REMAT, Bento Gongalves, RS, Brasil, v. 7, n. 1, p. 3011, 20 de abril de 2021.
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Na segunda etapa sdo somados, a cada termo de C; que represente um extremo esquerdo

2

de um intervalo, o valor 3% e, depois, o valor =,

resultando que

2
+ g0l

€ o conjunto dos extremos dos intervalos restantes na segunda etapa.

1

1 2 1 2
02:{070+0+ 327

3277 132733

Wl o

24
'3

Do fato de que o numero (0,0,0,...0,2,2,...,2)3 com n algarismos 0 seguidos sempre de
algarismos 2, a partir da posicdo n + 1, € o namero (0,0,...,0,1,0...)3, onde 1 esta na
posicao n (ver Proposicao 2.17), podemos afirmar que até o passo n = 2, todos os elementos

de Cantor obtidos nos extremos dos intervalos tém apenas os algarismos 0 ou 2 na base 3.

Agora, suponhamos que na etapa n — 1 todos 0s extremos de intervalos tenham, como
representacdo na base 3, apenas os algarismos 0 ou 2, descartando aqui situagdes em

que temos (0,*,...,%,0, ~2 ,2,...), com 0os *s sendo 0 ou 2, pois este nimero, que é
posi¢ao n

um extremo direito, € igual a (0, x,...,*,1,0,0,...), com 1 na posi¢ao n — 1. Cada intervalo

nessa etapa tem comprimento 3,1%1 Para passarmos para a etapa n, dividimos cada intervalo

em trés partes, passando a obter intervalos de comprimento 3% sendo que de cada um é

retirado o terco médio aberto. Portanto, os novos extremos sao obtidos somando a extremos

2

esquerdos dos intervalos da etapa n — 1, os valores - e ou seja, 0s numeros

3n 3n
=z, =z,
0,0,...,71,0,..)3€(0,0,...,0,72°,0,...)s,

sendo x,, como indicado na Definigao 2.16.

Logo, como a partir do n-ésimo digito os algarismos sdo nulos para nimeros que sao extre-
mos de intervalos na etapa n — 1, na etapa n, todos os extremos esquerdos dos intervalos
continuam a ter como algarismos na representacao em base 3, apenas 0 ou 2, pois 0s no-
vos extremos esquerdos sao obtidos somando-se 3% a extremos esquerdos de intervalos

restantes na etapa n — 1.

. Os elementos que sdo extremos de intervalos restantes, em cada etapa, sao elementos de
K: por construgao, eles sdo mantidos, ja que em cada etapa, apenas o tergo médio aberto é

retirado dos intervalos ainda restantes.

. Todos os numeros que admitem apenas 0 ou 2 na representacdo na base 3 sao elementos

de K: vamos dividir este item em duas partes.

REMAT, Bento Gongalves, RS, Brasil, v. 7, n. 1, p. €3011, 20 de abril de 2021.
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(a) Vamos considerar aqui apenas aqueles elementos x cujos digitos sao 0 ou 2, de forma

que o digito 2 aparece apenas uma quantidade finita de vezes. Consideremos que

=(0,0,..., 2 ,0,...,0, 2 /0,...,0, 2 ,0,...),0useja, odigito 2 aparece k vezes.
~—~ ~— ~—~
=Ty =ZIngy =Tny

Com z; = (0,0,...,_2 ,0,...), temos que z; € extremo esquerdo, na ni-ésima etapa,
7$n1

]. Com x5 = (0,0,..., 2 ,0,...,0,
~—
_xnl

ésima etapa, como extremo esquerdo do intervalo [-2;

do intervalo [+2; 0,...), temos z2, Nna na-

2,
=~

3n1 3'n1 1
nog

|. Procedendo dessa forma,

3n273n2 1
chegamos a z;, = = = (0,0,..., 2 ,0,...,0,_ 2 ,0,...,0, 2 ,0,...) como sendo o
~~ ~~ ~~

=T, =Tn, —xnk

extremo esquerdo, na ng-ésima etapa, do intervalo [3nk s -=—]. Ou seja, obtemos que
cada numero escrito, na base 3, com digitos 0 ou 2, admitindo uma quantidade finita de
digitos iguais a 2, € um extremo esquerdo de um intervalo em alguma etapa do processo

de construcao de K.

(b) Vejamos agora os casos onde pode surgir uma quantidade infinita de digitos 2. Podemos
escrever ¢ = (ay,ag,a3,a4,as,...)3 = y ;o 55, emque a; = 0 ou a; = 2, ou seja, tal
nimero é limite de uma sequéncia das somas parciais, isto é, ¢ = lim; o, 37 _; T, em
que cada soma parcial € um elemento de Cantor, por ser extremo esquerdo de algum
intervalo restante em uma dada etapa, conforme visto na parte (a). Como K é fechado,

entdo c € K.

4. Existem infinitos elementos de K que ndo sdo extremos dos intervalos: vimos que 0s nUmeros
da forma (a1, az,as,...)s, em que cada a;, i € N, é igual a 0 ou a 2, pertencem ao conjunto

de Cantor.
Consideremos o numero (0,2,0,2,0,2,...), ou seja, 0 numero da forma

2 2 2 2
32+3 _|_36_|_ _}_3%

No caso, temos uma progressao geomeétrica com termo inicial 3% e razao 3% Segue, direta-
mente, que tal soma infinita & i, ou seja, este € um elemento do conjunto de Cantor.

Mas, i nao é extremo de um intervalo, pois nao tem uma representacao, na base 3, da forma

(0,%,...,%,1,0,...)0u (0,%,...,%,2,0,...),com * sendo 0 ou 2.

Consideremos agora 0 numero

2 2 2 2
3734_376—’_@—’—”'_'_3@”.
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Aqui temos uma progressao geométrica com termo inicial 3% e razao 3%, Segue diretamente
que tal soma infinita resulta no nimero . Analogamente ao caso de §, -5 ndo é extremo de

nenhum intervalo.

Procedendo dessa forma, temos para cada j € N, um numero dado por

2 2 2 2
§+@+@+...+%...

como elemento de K que nao pertence a um extremo, ou seja, existem infinitos elementos

de K que nao sao extremos de nenhum intervalo obtido em uma etapa dada.

. Todos os elementos de K admitem, na representagcdo em base 3, apenas os algarismos 0
ou 2: Reforgamos que a cada etapa, retiramos os tergos médios dos intervalos restantes da

etapa anterior, sendo estes tercos médios intervalos abertos.

No caso, na etapa n, podemos escrever

1 1 2
n — *Cnf U 7Cn7 o 9
Cn =501 (3 L 3n>

sendo 1C,,_; o conjunto formado pela unido dos tercos iniciais de cada intervalo de C,,_; e,
3 J
%Cn,l + 3% o conjunto formado pela uniao dos tercos finais de cada intervalo de C,,_;. Ou

seja, os tergcos médios foram retirados. De outra maneira, podemos escrever:

3n—i-1
1 1 1 2
Cn = nfl\ U <k3n_1 + 371 k3n_1 + 3n>

k=0
3n=l-1
3k+1 3k+2
- n_l\ U gn 7 gn
k=0
O ultimo valor de k£ na unidao pode ser obtido notando que devemos ter 3’;?5 =1- 31 e

3’§i 21— 3% Nesta outra maneira de escrever, sdo explicitados os tergos médios retirados

na etapa n.

Agora, verifiguemos que todos os elementos de K representados na forma (0, a1as ... an—1...)3

tém apenas 0 ou 2 como algarismos.

(a) No primeiro passo, nds vamos para C; = [0, 3] U [%, 1], removendo (3, 3).

(b) Notemos que foram removidos todos os numeros entre (0,1); e (0,2)s3. Por exem-
plo, (0,1,1)s, (0,1,0,0,0,2)s, etc. Apesar de (0.1)3 restar, ele pode ser escrito como
(0,2,2,2,2,...)3. Ou seja, todos 0os numeros que comegam com (0, 1); sdo retirados,

exceto o préprio (0,1)s.
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(c) Para cada n € N, podemos, como visto acima, escrever:

3n=l_q
3k+1 3k+2
Cn - n—l\ U ( 3n ; 3n )
k=0

3n=l_q
=Ca\ | U Ex 37t + 1x3™, Ex 37t + 2x3™"
—— —— —— ——
k=0 nos primeiros n—1 digitos ultimo digito nos primeiros n—1 digitos ultimo digito
Notemos que todos os numeros entre (0,a1,as2,...,a,—11)3 € (0,a1,as9,...,a,-12)3, OU
seja, numeros que comegam com (0, a1, as, . . ., a,—11)3, €xcetuando-se o proprio numero
(0,a1,as,...,a,—11)3, N0 pertencem ao conjunto de Cantor. Um exemplo desses nimeros
€ o numero (0,aq, ag, ..., an—1,1,0,0,0,2)s3.

De fato, acima sao retirados os intervalos (2:+L 3552) "oy seja, todos os intervalos da

forma (z,y), em que x = (0,a1,a2,...,an—1,1)3 € y = (0,a1,az,...,an_1,2)3, POIS
(k37" o<k <3 ! —lekeZ}={0,ai,...,an 1)3;01,...,an_1 € {0,1,2}},

pela Proposicdo 2.18.
Como (0,a1,az,...,an-11)3 = (0,a1,a9,...,an-1,2,2,2,2,2...)3, temos tal nimero re-
presentado com algarismos 0 ou 2.

(d) Segue, assim, que K nao contém nenhum numero que tenha 1 como algum digito,

concluindo que todos os numeros de K na base 3 tém como algarismos apenas 0 ou 2.

Agora provaremos que, de fato, o conjunto de Cantor nao é enumeravel.

Seja S o conjunto de todas as sequéncias infinitas formadas com os termos 0 e 2. Por exem-
plo, sdo elementos de S as sequéncias (0,0, 0,0,0,0,...),(0,2,0,2,0,2,...)e(2,0,2,0,2,0,...).
Vamos mostrar que nenhum subconjunto enumeravel L = {s1, s2,...,sy,...} de S éigual a

S, ou seja, S nao é enumeravel.

Denominemos s, 0 n-ésimo termo de (s,). Seja sx € S construida da seguinte maneira: se
spn = 0, entdo o n-ésimo termo de sx € 2 e, se s,, = 2, entdo 0 n-ésimo termo de sx é 0.

Isto € ilustrado a seguir, através de um exemplo.
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Figura 2 — Diagonal de Cantor.

s, =000 00O0O0O0
ss = 202 02 0 20
s3 = 02 2 2 00 2 2
s4 = 2 2002 200
ss = 0 00 2 2 0 00
s¢ = 2 02 0 20 20
s, = 02 02 0 2 0 2
sg = 2 2 2 20 2 2 2
s ¥ =22 0 2 0 2 20

Fonte: Elaboragao dos autores (2020).

Construimos uma sequéncia s* diferente de todas as do conjunto L.

Temos uma bijegdo K — S dada por (0,a1,as2,...)s — (a1,as,...), com a; sendo 0 ou 2
paratodo i € N. Logo, de S nao ser enumeravel, segue diretamente que K nao é enumeravel.

O

4 Uma propriedade adicional do Conjunto de Cantor

Definicao 4.1. Dado um intervalo I = [a,b], 0 comprimento do intervalo I é dado porb — a.
Teorema 4.2. O Conjunto de Cantor tem comprimento nulo.

Prova. Na construgdo do conjunto de Cantor K é retirado, primeiramente, do intervalo [0, 1], um in-

1

tervalo de comprimento % depois dois intervalos de comprimento 55, na sequéncia quatro intervalos

de comprimento % e, assim por diante. Ou seja, a cada etapa n, sdo retirados 2"~ intervalos de

comprimento 3% Logo, podemos dizer que o comprimento de K é

o0 _ o0 —1 o0 n
on—1 1 2\" 1 2 1 1
1— :1_75 = = _75 =) =1-2= 5 =0
3n 3 3 3 3 31— 2
n=1 n=1 n=0 3
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5 Duas propriedades topoldgicas

Nesta secdo apenas enunciaremos duas propriedades importantes relativas ao conjunto de
Cantor, cujas demonstracdes podem ser encontradas em Willard (2004, Corolario 30.4 e Teorema
30.7). As ferramentas nao serao apresentadas aqui, por serem longas e nao fazerem parte do

objetivo principal deste texto.

Teorema 5.1. (Teorema de Brouwer) Todo espaco métrico ndo vazio, compacto, perfeito e total-

mente desconexo € homeomorfo ao conjunto de Cantor.
Prova. Ver Willard (2004, Corolario 30.4).

Teorema 5.2. Todo espaco métrico compacto X € uma imagem continua do conjunto de Cantor K,

ou seja, dado o espaco métrico compacto X, existe uma fungao continua f: K — X tal que
f(K)=X.

Prova. Ver Willard (2004, Teorema 30.7).

6 Comentarios finais

O conjunto de Cantor € um tanto curioso, pois nao é esperado que conjuntos satisfagam,
simultaneamente, as quatro propriedades listadas na Secao 3. Além dessas propriedades, ainda
temos as elegantes propriedades topologicas listadas na secao anterior. Vimos ainda o fato de o
Conjunto de Cantor ter medida nula. Além disso, os espagos topolégicos homeomorfos ao conjunto

de Cantor sdo chamados Espacos de Cantor.
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