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Resumo

O problema de encontrar um ponto interior a um poliedro tem
aplicagbes em muitas areas, sobretudo em programacao linear.
Neste trabalho, abordamos o problema de encontrar um ponto
interior a um poliedro, utilizando como estratégia o Método de
Eliminagao de Fourier-Motzkin. Este método consiste em reduzir
um sistema de inequagdes lineares que define o poliedro, através
da eliminacao de variaveis. Foi-se utilizada uma versdo matricial
deste método a fim de facilitar sua implementagédo computacional
e, para ilustrar a metodologia proposta, exemplos s&o
apresentados. Em seguida, fizemos a analise de complexidade do
algoritmo, com a finalidade de investigar o comportamento da
técnica quando do aumento do numero de variaveis e de
restricdes e, dessa forma, apresentando um campo de aplicagao
da técnica. Pela analise do algoritmo, concluimos que este tem
complexidade exponencial, pois 0 nhumero de inequagdes cresce
exponencialmente conforme se aumenta o nimero de variaveis
no problema. O algoritmo se mostrou eficiente para problemas
com um numero pequeno de inequagdes para o R® e o R.
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Abstract

The issue of finding an interior point to a polyhedron has
applications in many areas, especially in linear programming. In
this work we approach the issue of finding an interior point to a
polyhedron using the Fourier-Motzkin Elimination Method
approach. It consists of reducing a system of linear inequalities
that defines the polyhedron, by eliminating variables. A matrix
version of this method was employed in order to facilitate its
computational implementation, and some examples were
presented with the purpose of illustrating the proposed
methodology. Subsequently the complexity analysis of the
algorithm was carried out in order to investigate the behavior of
the technique when increasing the number of variables and
restrictions and, thus, presenting a field of application to the
technique. By analyzing the algorithm, we concluded that it has
exponential complexity, since the number of inequalities grows
exponentially as the number of variables in the issue increases.
The algorithm proved to be efficient for issue with a small number
of inequalities for R? and R3.
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1. Introducao

Um sistema de inequagdes lineares € um conjunto de inequacgdes lineares nas mesmas

variaveis, conforme Equacgéo 1.

aq1x1 + apx; + ..o+ apx, < bl
az1x1 + axpxy + ..+ azpx, < bz (1)

A1 X1 + QaXy + oo + QX < by,
onde xy,Xy,...X, Sa0 as variaveis, aq1,a7,..a,,, Sa0 0s coeficientes lineares do sistema de
inequacoes € bq,by,...b,, sdo os termos constantes.

Podemos escrever a Equacao 1 na forma matricial, conforme Equacéo 2.

(2)
Ax<Db

aip At Qqp by X1

Ay; Ayp-@ x
a=| O =% e 2= |7 ©

by, X,

onde

Am1 Am2 " Amp

A matriz A4,,«x, € denominada matriz dos coeficientes, x € denominado vetor das variaveis e
b € denominado vetor dos termos independentes.

A regido de solucdo de um sistema de inequacgdes lineares € chamada de poliedro.
Quando esta regiao for limitada, dizemos que o poliedro € um politopo (LAURITZEN, 2009).

O problema de encontrar um ponto interior a um poliedro tem aplicacbes em muitas areas,
sobretudo em programacao linear e, em geral, é considerado como um problema dificil. Existem
varios trabalhos dedicados exclusivamente a esta questao, por exemplo Cartis e Nicholas (2009),
Barvinok e Pommersheim (1999) e Cui et al. (2011).

Um ponto ¢ € dito interior a um poliedro, ou seja, interior de um sistema de inequagodes
Ax < b com m inequacoes se al.Tc < b; paratodoi=1,2,..,m.

Monticeli (2010) descreve e aplica a Eliminacdo de Fourier-Motzkin na obtengdo de um
ponto interior a um poliedro por meio da eliminagdo de variaveis de um sistema de inequacgdes
lineares, que definem o poliedro; todavia, ndo se preocupa em investigar limites para sua
aplicagdo. No presente trabalho, apresentamos um algoritmo baseado em uma formulagao
matricial para a obtengdo de um ponto interior pelo Método Eliminacdo de Fourier-Motzkin e, por
meio da analise de complexidade, estabelecemos o campo de aplicabilidade da técnica, deixando
claro onde a técnica é eficiente e qual custo computacional esperar de seu uso.

Doravante, sempre que nos referirmos a um ponto interior, estaremos tratando do ponto

interior ao poliedro definido pelo sistema de inequagdes. A técnica consiste em, a partir do sistema
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original em R™, obter um dual em R""! cuja solugdo é a proje¢do da solugdo do sistema original
sobre R*"! e, assim, sucessivamente, chegar & projecéo da solugdo em R para, através de uma
retro substituicdo, solucionar o problema original. Para a avaliagado da técnica, foi feito a analise da
complexidade de tempo, numero de operacoes realizadas; e a complexidade de espag¢o, memaria
necessaria em sua execuc¢ao (DEMMEL, 1997).

Este artigo esta organizado da seguinte forma: na sec¢do 2, apresentamos de maneira
formal o Método de Eliminagdo de Fourier-Motzkin. No final desta secdo, apresentamos alguns
resultados em que, por meio do Método de Eliminacao de Fourier-Motzkin, é possivel verificar se
o sistema de inequagbes tem, ou n&o, solugido e se a regido de solugcdo é limitada. Estes
resultados poderao ser encontrados em Dahl (2007). Na secao 3, trabalhamos o método por meio
de operacbes com matrizes, o que facilitara sua abordagem computacional. Na secéo 4,
utilizaremos o método de Fourier-Motzkin para obtencdo de um ponto interior a um poliedro em
exemplos. Na secdo 5, apresentaremos a complexidade do algoritmo e alguns testes

computacionais. E, na ultima seg¢ao, algumas consideragdes finais.

2. O método de eliminagao de Fourier-Motzkin

Nesta secdo, vamos apresentar o método de eliminagcdo de Fourier-Motzkin seguindo as
ideias vistas em Monticeli (2010) e Monticeli e Torezzan (2010).

A eliminacdo de Fourier-Motzkin € o método mais antigo para resolver um sistema de
inequagdes lineares. Foi descoberto em 1827 por Joseph Fourier (Fourier, 1890). O método foi
descrito na tese de doutorado de Motzkin em 1983 (MOTZKIN, 1983).

Seja o sistema de inequagdes lineares Ax < b, representado conforme Equacéo 1.
1
lai1] ’

Para cada i, onde a;; # 0, podemos multiplicar cada uma das inequacdes por

deixando como valor do coeficiente de x4, 0 ou + 1.

Temos, entdo, um novo sistema de inequacgoes lineares, conforme Equacao 4,

- x1 t+ a'iz X, + .. + a'mxn < b'i (161_) (4)
X; + ApXxy + o+ aimx, < b; (iel)
AipXy + o + Ainx, < b; (i€l%

onde I~ = (i:a;; <0), ou seja, as inequagdes onde os coeficientes de x; s&o negativos, It =

(i:a;; > 0), ou seja, as inequagdes onde os coeficientes de x; séo positivos e I° = (i:a;; = 0), ou

. . ~ . ~ ' _ aij v bi
seja, as inequagdes onde os coeficientes de x; s&o nulos, a;; = Tl eb;,= P
il il

Assim, o conjunto de indices da linha I = {1,2,...,m} é particionado nos subconjuntos I, I*

e I°, sendo que algum destes pode ser vazio. Daqui resulta que x;,x;,x3,..,.x, € uma solugéo do
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sistema original conforme Equacédo 1 se, e somente se, xq,x;,x3,..,x, satisfizer as restricoes,

conforme Equacgao 5 e Equacéo 6.
max {(a'kzxz + ...+ a'knxn) — bk} < x; < min {b; — (@2X3 + oo + a i)} (5)

ondeielt kel e

(6)

aixXx; + ai3Xs3 + ...+ a inXy < bi
para o coeficiente de x; valendo zero, com i € I°.
A partir da Equacao 5, temos que x; encontra-se em um certo intervalo, que € determinado

por x;,x3,..,x,. Assim, podemos escrever a Equacgao 7
max {(a'r2x; + .. + Apnxy) — bk} < min{b, — (2% + . + A inXy)} (7)

gue pode ser resolvida combinando cada inequagao do primeiro conjunto de restricdes com cada
inequacéo do segundo conjunto de restricdes.

Juntando os resultados obtidos, ao resolver a Equacdo 7 com a Equacgao 6, obtemos a
projecao, Proj, no espago das variaveis x3,x3,...X,.

Pode-se, entao, proceder da mesma forma e eliminar as demais variaveis.

A partir do método de eliminacdo de Fourier-Motzkin temos as seguintes observacgoes,
conforme Dahl (2007):

e Se I ou I" for vazio, o primeiro conjunto de restricdes da Equagdo 5 desaparece e 0
sistema sera inconsistente ou tera uma regiado ilimitada, pois a variavel x; néo tera limite
superior (I~ = @) ou n3o tera limite inferior (It = ©).

e Se o conjunto I° for vazio e apenas um dos conjuntos I~ ou I for n&o vazio, ndo podemos
eliminar a primeira variavel. Uma alternativa é reordenar o sistema e iniciar a eliminacao
por outra variavel.

e O método de eliminagcdo de Fourier-Motzkin nos permite concluir se o sistema é
inconsistente ou ndo. Para isto, basta eliminar todas as variaveis do sistema formando um

sistema de desigualdade constantes.

3. Eliminacao de Fourier-Motzkin por meio de operagdées com matrizes

Podemos utilizar a notagdo matricial para apresentar o método de eliminacédo de FourieVir-
Motzkin de outro ponto de vista, conforme descrito no trabalho de Dahl (2007). A seguir,
descreveremos, de forma resumida esta abordagem, como esta apresentada em Monticeli e
Torezzan (2010).

Considere o sistema linear, conforme Equacdo 1, e sua matriz de coeficientes A € R™ ",

Seja A' a matriz dos coeficientes de um sistema linear ajustado, de acordo com o sistema linear
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da Equacao 2, ainda com todas as variaveis x4,x,,...,.X,, mas cujos coeficientes de x; sdo 0 ou + 1.

O sistema de inequacoes lineares pode ser representado conforme Equacgéao 8.

(8)

Ax<b'
ou ainda,
apy; a'yy o apy] [* b'y (9)
Q21 Q2 -t Qo | [*2] o b,
a'ml a'mZ a'mn Xn b'm

Agora vamos criar uma matriz positiva C € R™*™, onde m = |I*| x |I"| + |I°|, ou seja, 0
numero de linhas da matriz C é o produto entre o nimero de coeficientes a';; > 0 e a';; < 0 mais o
numero de coeficientes a';; = 0, e 0 numero de colunas, m, € igual ao nimero de linhas da matriz
A'.

A matriz C serda uma matriz binaria (seus elementos serdo 0 ou 1) de forma a representar
as combinagbes entre o conjunto das inequag¢des que satisfazem a';; <0 com aquelas que
satisfazem a';; > 0. Vamos supor que as linhas a'y,a’,,..,a’, sdo aquelas onde a';; <0, as linhas
a'p41,@'p42,-4A'pyr S80 aquelas onde a'yy > 0 € a'y 441, p4r42,--@'y @S linhas que satisfazem a'; =

0. Neste caso, a matriz C tera a forma apresentada na Equacéo 10.

10 o1 O 0[O0 O 0
1 0 0,0 1 0[O0 O 0
10 0,0 O 110 O 0
: 0

0 O 10 0[O0 O 0

= 0 O 0o 1 00 O 0 (10)

0 O 0 O 110 O 0
: : 0

0 O 0,0 O 0|1 0 0
0 O 0,0 O o(0 1 0
: : 0

0 O 0,0 O 00 O 1

Com a matriz C construida, para eliminar a primeira variavel, basta efetuar as operagbes

com matrizes conforme Equacao 11.

CxAeCxb (11)

Assim, construimos a seguinte desigualdade:
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0 a"yp - a" In X1 b"y
0 a'p - a'y ‘ le b", (12)
X, b

onde a",,; sdo os resultados da operacdo C x 4" e b"m. sao os resultados da operagao C X b'. A

0 a"m'z

variavel x; pode ser eliminada deletando a primeira coluna da matriz C x A". Assim, podemos

proceder da mesma forma e eliminar as variaveis x;,x3, etc.

4. Obtendo um ponto interior a um poliedro pelo método de eliminagao de Fourier-
Motzkin

Para encontrar um ponto interior a um poliedro utilizando o método de eliminacdo de
Fourier-Motzkin, escolhemos um eixo para projetar a solugéo, encontrando seus pontos extremos,
depois obtemos o ponto médio e calculamos as coordenadas correspondentes a este ponto
escolhido. Se, ao projetarmos, nao existir limite superior, escolhemos como o ponto pertencente a
projecdo o ponto resultante do limite_inferior + k sendo k um escalar. Se nao existir um limite
inferior, o ponto escolhido sera limite_superior — k. Caso nao exista limite inferior e nem superior,

iremos escolher o zero. A seguir, apresentaremos duas aplicagdes para ilustrar este processo.

4.1. Aplicagao 1

Consideremos o sistema de inequagdes lineares Equagao 13, cuja regido de solugao esta

apresentada na Figura 1.

VA < 4
-z < =2
4x+ z < 10 (13)
—4x—z < 0
—2y+z < 0
2y —z < 4

REMAT, Bento Gongalves, RS, Brasil, v. 7, n. 1, p. €3004, 15 de janeiro de 2021.
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Figura 1 — Poliedro solugéo do sistema de inequagdes lineares da Aplicagao 1.

7

4

Fonte: Monticeli (2010, p. 48).

Vamos eliminar a variavel z, projetando no plano xy a regido de solugao do sistema linear,
Equacdo 13. Para isso, vamos rearranja-lo, reescrevendo-o de tal forma que a variavel a ser
eliminada, variavel z, esteja no inicio de cada inequacéo. Além disso, organizamos as inequacgdes
do sistema, colocando primeiro as que possuem coeficientes negativos, seguido das que possuem

coeficientes positivos e, caso existam, os coeficientes zero. Assim temos,

-z < =2
—z—4x < 0
—z+2y < 4 (14)
z < 4
z+4x < 10
z—2y < 0

Agora, como os coeficientes da variavel a ser eliminada, z, ja sdo 0 ou + 1, podemos
escrever as matrizes A e b correspondentes ao sistema de inequacodes, Equacao 14, e determinar

a matriz C. Assim temos,

—1 0 0] — 2]
-1 -4 0 0

-1 o 2 |4

T (15)
1 4 0 10
1 0 -2 [ 0

A matriz C tera: 6 colunas e (3x3)+0 =9 linhas. Assim, determinamos a matriz C,

conforme Equagao 16.
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10 0/1 0O
10 0]0 1 O
1 0 0|0 O 1
01011 00
c=010/0 10 (16)
01 00 0 1
0O 0 1|1 00
0O 0110 1 O
0O 0 1/0 0 1
Efetuando as operacdes C X A e C X b temos,
[0 0 0 ] 2
0 4 0 8
0 0 -2 -2
0 —4 0 4
CxA=10 0 0], Cxb=]|10 (17)
0 —4 =2 0
0 0 2 8
0 4 2 14
10 0 0 | L 4 |

Desta forma, eliminamos a primeira coluna da matriz C x A, e obtemos um novo sistema de

inequagdes lineares sem a variavel z.

0 < 2

4x < 8

-2y < =2
—4x < 4

0 < 10 (18)

—4x—-2y < 0
2y < 8
4x+2y < 14

0 < 4

Na Figura 2 temos a regido de solugao projetada no plano xy.

Figura 2 — Projegao da regido de solugao do sistema no plano xy.

4}z
3

Y

Fonte: Monticeli (2010, p. 50).
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Ao eliminar a variavel y, temos os limites para a variavel x. O sistema de inequacdes
encontrado somente na variavel x esta apresentado na Equagéao 19.

0

2x

—2x

0

4x

—4x

0

0

0

Portanto, os valores de x que satisfazem todas as inequacodes estdo compreendidos entre

(19)

IAN AN N IN IN IN TN TA

— 1 e 2. Assim, determinamos o valor de x, conforme Equacéao 20.

-14+2 1 (20)
i:—:—

2 2
Substituindo o valor de x = % no sistema da Equagéo 18, obtemos os limites de y, sendo

1 <y < 4. Assim, o valor de y correspondente a x = % é dado pela Equacao 21.

_ 144 5 (21)

Y= T2
Desta forma, para obtermos o ponto interior, substituiremos os valores x :% ey :g no

sistema Equacéo 14 encontrando o valor de z correspondente.

2+4 (22)

z=——=3

2
o . . 15
Portanto, um ponto interior ao poliedro é p = (5,5,3).

4.2. Aplicagao 2

Consideremos o seguinte sistema de inequacdes lineares, cuja regido é um poliedro do R*.

0,7071x; + 0,4082x, + 0,2887x3 + 0,5x, < 3,4654

—0,7071x; — 0,4082x, — 0,2887x3 — 0,5x, < — 1,4654

—0,7071x; + 0,4082x, + 0,2887x3 + 0,5x, < —0,7772
0,7071x; — 0,4082x, — 0,2887x3 —0,5x, < 12,7772 (23)

— 0,8164x;, +0,2887x3 + 0,5x, < —3,5543

0,8164x, — 0,2887x3 — 0,5x, < 5,5547

— 0,8660x3 +0,5x, < 0,8660

0,8660x; —0,5x, < 1,1340
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Aplicando o algoritmo de ponto interior por Fourier-Motzkin, obtemos o seguinte ponto
interior ao poliedro (p).

(24)
p= (3,399, —1, —2)

5. Analise do algoritmo

Fazer a analise do algoritmo é analisar sua complexidade computacional, ou seja, predizer
0s recursos computacionais que o algoritmo requer quando da sua execugdo. Neste estudo,
vamos fazer a analise da complexidade de tempo e da complexidade de espaco.

Para analisar a complexidade de tempo e a complexidade de espaco do algoritmo,
considere o problema geral com m inequagdes e n variaveis e o pior dos casos, ou seja, || =

[I"| e |I°| = 0, além de que nao ha inequagdes redundantes. Entdo, no sistema Ax < b, temos as
matrizes A,,xn € byx1-

Eliminando uma variavel, x;, no pior dos casos teremos |I*| :% e |l :%, e , assim, a

dimensao da matriz C e das operagdes C X A e C X b sao dadas pela Equacao 25, Equacao 26 e

Equacao 27.
(25)
C,.2
7 Xm
Ct Ama=A, —A, (26)
7 Xm - xn - (n-1)
(27)

— i
sz .bmx 1 -_ bmz
7 Xm =T x1

Assim, temos um novo sistema A'x! <b' sem a varidvel x; . Aplicando o mesmo

procedimento para eliminar uma segunda variavel, x,, temos, no pior dos casos |[t|=|I"| =

2 2

m1_m
42 8"
; (28)
Cm4 m2
64 <4
C14_ 2.AIIZ — A”4 N A”z’} (29)
HXT TX (Tl—l) 64 X (n—l) ax (TL—Z)
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(30)

1 1 — 1.l
Cm4 mz.bm2 = bm4
7z X1 Ba *1

Assim, temos um novo sistema A/’ x!! < b!! sem as variaveis x; e x,. Aplicando o mesmo

procedimento para eliminar uma terceira variavel, x;, temos, no pior dos casos, |IT|=|I"| =

mt1_omt
642 128
(31)
C”
m°_ mt
16384 * 64
11 i _ Al 1ar 32
clty Al = Al - Al (32)
L xT I x(n-2) L x (n—2) I x (n—3)
16384 64 64 16384 16384
(33)
11 11 — I
C 8 m4.bm4 =b 8
— X1 —== X1
16384

Assim, o novo sistema A'''x!!! < ! estara sem as variaveis x;,x, e x;. Podemos seguir

este procedimento eliminando as demais variaveis do sistema ao deixar apenas uma.
Para a complexidade de tempo do algoritmo temos que, para cada eliminacido de uma

variavel, as operagdes relevantes sdo duas multiplicacbes de matrizes; assim, para o caso de

eliminarmos trés variaveis, com relagédo a complexidade temos,

mZ mZ m4 mZ 4 2 m8 m4
—X X —X X — X —X — — X — X X —
mxn+ m 1+684 44 (n 1)+64 2 1+16384 4 (34)
X -2 X—X1
(n—2)+15384 X 64
m3 m6 m12 (35)
—X 1 X X -1
(n+ 1) +ee X+ orgs76 X 0~ 1D

4

que teria uma complexidade de 0(m'?).
Assim, a complexidade de tempo para um sistema com m inequacdes e n variaveis é:

(36)

0((m3)2n—2)
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Entdo, o tempo de processamento do algoritmo depende do numero de variaveis (n), ou
seja, da dimensido do poliedro. Na Tabela 1, temos a complexidade de tempo com relagdo a

dimensao do poliedro e na Figura 3 o grafico desta complexidade.

Tabela 1 — Complexidade de tempo do algoritmo para o pior caso.

Numero de Complexidade de
variaveis tempo

2 o(m3¥ ™" = o(m3)

3 0(m*2™" = 0(m®)

4 om»)¥' ™ = 0(m'?)

5 0(m3)25_2 = 0(m?")

Fonte: Dados da pesquisa (2020).

Figura 3 — Complexidade de tempo paran = 2,3,4 e 5.

Complexidade
—n=2
—n=23
n=4
—n=3>5
0 1 2 3 4 5 6 7 8

N°Inegquacoes
(m)
Fonte: Dados da pesquisa (2020).

Observando a complexidade de tempo para cada dimensdo do poliedro, para n> 3,
podemos considerar o algoritmo pouco eficiente, pois o0 tempo de execugao cresce muito.

Passemos a analisar a complexidade de espago. Para isto, identifiquemos o quanto de
memoria ele precisa alocar para encontrar o ponto interior a um poliedro no pior dos casos.

Do problema geral apresentado anteriormente, precisamos de espago em memdria para

: ; I I 1 1 mir
alocar as seguintes matrizes, A;;xn , bmx1 Am2 , bm2 , Am4 , bm4 , A 8 ,
- X(n—1) - %1 o7 X (n=2) w2 X1 Tezsz X (n=3)

i ec", . Assimtemos,
m m m
Tesez X1 16382 64
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2 2 4 4

Si=mxXn+ ><1+m><( 1)+m><1+m><( 2)+mx1 37
p=mxntm g * W 4 64 64 S
8 m8
X(n—3 X1
T 16388 X =3 * 15382
e
mé  mt

_ m 38
52 16384 64 (38)

onde S; corresponde aos A* e b* dos sistemas de inequacbdes e S, da matriz C.
Como S; e S, foram somas para trés etapas, ou seja, n =4, para ampliar para um
problema de dimensao n qualquer, temos.

i

n—1 2
n _— m 7
sp=> (1= (39)
i=0

n—2
m3.2

St =

2= e (40)

Assim, a complexidade de espaco para um sistema com m inequacdes e n variaveis &

1

n mzi m3.2"—2 (41)

n+1-19) +—43_2n_2 =

42i -1

Il
o

i

A complexidade de espaco do algoritmo depende do numero de variaveis (n), ou seja, da
dimensao do poliedro. Na Tabela 2, temos a complexidade de espago com relacdo a dimensao do
poliedro e, na Figura 4, o grafico desta complexidade.

Tabela 2 — Complexidade de espacgo do algoritmo.

N‘ZT'.:,CZ'.? Complexidade de espaco
1 .
2t 3 2 3
m m me m
2 P = CEDRE sm 4 I I
L 421 4 2 4
L m? m® am?  mt b
. m m m
3 2421._1.(4—1)4'? 4m+T+§ r
i=0
> Tnzl le 3 3 8 12
—i __ 240 , m o m
4 Z 421 G-+ 410 Smtm’+rtos T

Fonte: Dados da pesquisa (2020).
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Figura 4 — Complexidade de espaco paran = 2,3,4 e 5.

4ll
al
o - 24
N°Inequacoes
(m) s

5

N° Variavers
(n)
Fonte: Dados da pesquisa (2020).

Destacamos que, com o aumento do numero de inequacgdes, havera a restricdo do uso de
memoria computacional, bem como, com o aumento do nimero de variaveis (n > 3); portanto, nao
sera possivel obter um ponto interior utilizando o algoritmo de Fourier-Motzkin.

Em alguns casos, conforme Ajspur e Jensen (2017) apresentaram, no decorrer do
processo de eliminagdo de Fourier-Motzkin poderdo aparecer inequagdes redundantes
adicionadas quando se aplica 0 método, que podem ser removidas, possibilitando a obtencao de
um ponto interior. Ajspur e Jensen (2017) apresentam um algoritmo para verificar se as
inequacdes sdo redundantes. Porém, para problemas maiores, mesmo eliminando as inequacgdes
redundantes, a limitacdo do tempo e da memdria computacional impossibilita a resolugédo do
problema.

Em contrapartida, com este método é possivel identificar se o sistema Ax < b possui um
conjunto solucéo ilimitado ou até se é incompativel.

Aplicando o algoritmo em experimentos computacionais, incluindo o método de eliminagéo
de inequacdes redundantes, com o objetivo de verificar seu desempenho, geramos sistemas de
inequagdes lineares aleatodrios, cuja matriz A tem dimensdo m Xn, onde m € o numero de
inequagdes € n 0 numero de variaveis. Cada sistema corresponde a m hiperplanos tangentes a
esfera unitaria do R™. Para cada valor de m, o tempo de execucao de cada rotina, apresentado
nas Tabela 3 e Tabela 4, refere-se & média entre 10 experiéncias aleatdrias realizadas para o R? e

R3, respectivamente.
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Tabela 3 — Tempo de execug&o do algoritmo de pontos interiores por Fourier-Motzkin para R?.

Numero de Tempo de
inequagbes  processamento
10 0,0131
20 0,0134
50 0,0146
100 0,0156
200 0,0199
350 0,0327
500 0,0608
750 0,1662
1000 0,2909

Fonte: Dados da pesquisa (2020).

Tabela 4 — Tempo de execucdo do algoritmo de pontos interiores por Fourier-Motzkin para R3.

Namero de Tempo de
inequacgobes processamento
10 0,0158
20 0,0174
50 0,0970
100 2,1861
200 51,1583
250 132,0471

Fonte: Dados da pesquisa (2020).

Analisando os dados apresentados sobre o desempenho do algoritmo com relagédo ao
tempo de execucgao, lembrando que a complexidade de tempo na realidade nio representa tempo
diretamente, mas o numero de vezes que determinada operagdo considerada relevante é
executada, podemos concluir que, para encontrar um ponto interior em um poliedro com m
inequagdes em 2 ou 3 variaveis, o método de Fourier-Motzkin pode ser bastante eficiente para o
caso de um numero pequeno de inequacdes. Para casos maiores, além de se tornar bem lento,

em alguns casos 0 uso excessivo de memdaria pode ser restritivo.

6. Consideracgoes finais

Neste trabalho, estivemos interessados em analisar o algoritmo para obter um ponto
interior a um poliedro do R™, utilizando o método de eliminacdo de Fourier-Motzkin. Mostramos
como podemos obter este ponto, eliminando variaveis. Também apresentamos uma versao
matricial deste método que facilita sua abordagem computacional, além de alguns exemplos. O

método mostrou-se bastante eficiente para o R?> e o R® com um numero pequeno de inequacdes,
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porém, para sistemas de inequacdes lineares com muitas variaveis, ou para n > 3, pode se tornar
inviavel sua utilizagdo, uma vez que o numero de restricbes em cada processo de eliminagao de
variavel cresce muito rapidamente e, em alguns casos, 0 uso excessivo de memdria torna-se
restritivo, mesmo eliminando as inequagbdes redundantes. Uma vantagem deste método é

identificar se o sistema de inequagdes possui um conjunto solugao ilimitado ou se é incompativel.
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