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Resumo

Este trabalho trata da reconstrucao de curvas paramétricas utilizando
funcbes de densidade de probabilidade para gerar uma amostragem de
pontos no dominio da curva e aproximado-a em um intervalo especifico.
Existem varias abordagens para amostrar curvas paramétricas, que per-
mitem que a mesma esteja de acordo com a curvatura ou comprimento de
arco. Em geral, estas técnicas estao baseadas em heuristicas, e ndo con-
seguem dar solugoes 6timas. Neste artigo, pretendemos usar uma abor-
dagem probabilistica, de modo que a amostragem de pontos resultante
esteja de acordo com alguma fungao de densidade definida no dominio da
curva, colocando mais pontos onde esta densidade é maior. Por ser mais
geral, esta abordagem inclui os casos mencionados acima como casos
particulares. Em geral, aproximar curvas planas com base na Distribuicao
Uniforme se revelou mais eficiente do que tomando como referéncia a
Distribuigdo Exponencial. O valor de A na Distribuicdo Exponencial inter-
fere na aproximagao de algumas curvas, sendo necessario encontrar um
valor de A adequado para chegar a uma boa aproximagao da curva. Apro-
ximar a curva com base na sua curvatura é um método usado quando
se deseja gerar mais amostras onde a curvatura € maior. Porém, esse
método s pode ser usado em casos especiais uma vez que a integral da
fungao curvatura, na maioria das vezes, € muito dificil de ser calculada.
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Abstract

This work deals with the reconstruction of parametric curves using proba-
bility density functions to generate a sampling of points in the curve domain
and approximate it over a specific interval. There are several approaches
for sampling parametric curves, which allow it to be in accordance with the
curvature or arc length. In general, these techniques are based on heuris-
tics, and fail to provide optimal solutions. In this article, we intend to use a
probabilistic approach, in the way that the resulting point sampling is in ac-

Keywords cordance with some density function defined in the curve domain, placing

Parametric Curve . more points where this density is greater. As it is more general, this appro-

Probability Density Function . h .

Random Variable ach includes the cases mentioned above as particular cases. In general,
approximating flat curves based on the Uniform Distribution proved to be
more efficient than taking the Exponential Distribution as a reference. The
value of A in the Exponential Distribution interferes in the approximation of
some curves, being necessary to find a value of \ suitable to get a good
approximation of the curve. Approaching the curve based on its curvature
is a method used when it is wanted to generate more samples where the
curvature is greater. However, this method can only be used in special
cases since the integral of the curvature function, in most cases, is very
difficult to be calculated.

1 Introducao

Este artigo aborda o problema de amostragem e reconstrugcao de curvas paramétricas. Em-
bora existam solugdes triviais para este problema, estas geralmente nao sao satisfatorias por amos-

trarem a curva de forma ndo uniforme, pois sdo baseadas em amostragem uniforme do dominio.

As curvas parameétricas aparecem frequentemente em modelagem geométrica, em aplicacoes
da Computagao Grafica na Engenharia e em outras ciéncias. Estas curvas usualmente sao discreti-
zadas como poligonais para serem manipuladas no computador. Para encontrar uma aproximagao
linear, ou discretizagcao, de uma curva paramétrica basta discretizar o seu dominio. Este processo
€ conhecido como amostragem da curva onde podemos reconstrui-la simplesmente ligando as ima-

gens dos pontos obtidos no dominio por segmentos de reta.

A diferenca entre dois métodos de amostragem diferentes esta nos pontos do dominio que
sao selecionados na sua discretizagao. Os melhores métodos sao aqueles que resultam em poli-
gonais que estao muito préximas a curva, com uma pequena quantidade de vértices. Estes dois
objetivos sao opostos, pois para melhorar uma aproximacao geralmente é necessario adicionar no-
vos pontos. Isto faz com que busquemos solugdes que estabelecam um compromisso entre os dois

objetivos.
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O método de discretizagao mais popular é aquele que resulta da amostragem uniforme do
dominio da curva. Embora muito simples, este método é altamente ineficiente na hora de aproximar
a curva, pois depende fortemente do valor da derivada e pode acumular muitos pontos em algu-
mas regioes, deixando outras descobertas. Como resultado, serdo necessarios muitos pontos para
se obter uma boa aproximagao para a curva. Pior ainda, € muito dificil (praticamente impossivel)

determinar a priori qual a quantidade de pontos satisfatoria para uma boa aproximacao da curva.

Métodos mais sofisticados procuram se adaptar a curvatura da curva como o método de
Amostragem Adaptativa de Curvas Paramétricas (FIGUEIREDO, 1995) ou ao comprimento de arco.
Os métodos baseados na curvatura amostram mais pontos onde a curva varia mais e dao uma boa
aproximacao da curva com poucos pontos. Os métodos baseados em comprimento de arco resultam
em poligonais cujos lados tém aproximadamente o mesmo comprimento e ainda sao (quase) propor-
cionais ao comprimento de arco da curva entre seus extremos. Estes podem nao ser tao eficientes
como os métodos baseados na curvatura, mas mesmo assim fornecem uma boa representacao da
curva e sao muitos Uteis em alguns problemas onde se deseja fazer uma interpolacao ao longo da

curva com velocidade constante, como € o caso da animagao.

Neste artigo, estudaremos uma abordagem probabilistica que é mais geral no sentido de
que qualquer critério pode ser utilizado para a amostragem, incluindo os trés citados acima. Cada
critério é descrito por uma funcao de densidade definida no dominio da curva de onde amostraremos
a variavel aleatoria correspondente. Esta amostragem satisfara o critério desejado, desde que a

funcao de densidade tenha sido definida corretamente.

2 Referencial teorico

As secoes 2 e 3 mostram a importancia de todas as definicbes e teoremas que servirao de

base para obter os resultados praticos apresentados no presente artigo.
2.1 Definicoes
Nesta subsecao, as definicoes de variavel aleatéria continua e funcao de densidade de pro-

babilidade sao os dois conceitos mais relevantes, uma vez que serdo utilizados exaustivamente ao

longo de todo o artigo.
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Definicao 2.1. Chamaremos de experimento qualquer procedimento que pode ser realizado repeti-
das vezes, de maneira que, a cada novo ensaio, as condicoes de execucdo se mantenham inaltera-
das. Um experimento é aleatorio se seus resultados puderem variar a cada ensaio, mesmo que as
condicées sejam as mesmas. Tais fenémenos precisam de um modelo matematico para seu estudo.

Sao o que chamaremos de modelos nao-deterministicos ou probabilisticos.

Definicao 2.2. Sejam ¢ um experimento e S um espaco amostral associado ao experimento. Uma
fungdo X, que associa a cada elemento s € S um numero real, X(s), € denominada variavel

aleatoria.

O espago R, conjunto de todos os valores possiveis de X, é algumas vezes denominado
contradominio. De certo modo, poderemos considerar R, como um outro espago amostral. O
espaco amostral (original) S corresponde ao resultado (possivelmente nao-numérico) do experi-
mento, enquanto R, € o espago amostral associado a variavel aleatéria X, representando a ca-

racteristica que nos podera interessar. Se for X (s) = s, teremos que S = R, (MEYER, 1983).

Definicao 2.3. Sejam um experimento ¢ e seu espago amostral S. Seja X uma variavel aleatoria
definida em S e seja R, seu contradominio. Seja B um evento definido em relacdo a R,, isto é,

B C R,. Entao A sera definido assim:

A={seS;X(s) € B}.
Neste caso, diremos que A e B sdo eventos equivalentes.

Definicao 2.4. Sejam ¢ um experimento e seu espago amostral S. A cada evento A associaremos
um numero real representado representado por P(A) e denominado probabilidade de A, que satisfaz
as sequintes propriedades:

(1)0 < P(A) <1y

P(S) =

(2)
(3) Se A e B forem eventos mutuamente excludentes, P(AU B) = P(A) + P(B);
(4)

4) Se A1, Ao, ..., A, ... forem, dois a dois, eventos mutuamente excludentes, entao,

<UA> P(A1) 4+ P(A2) + ...+ P(A,) +

Definicao 2.5. Seja B um evento no contradominio R,. Neste caso, definimos P(B) da seguinte

maneira:

onde A= {s € S;X(s) € B}.
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Definicao 2.6. Se existir um numero infinito de elementos no conjunto A, os quais possam ser
postos em correspondéncia biunivoca com o0s inteiros positivos, diremos que A é numeravel ou

infinito numeravel.

Definicao 2.7. Seja X uma variavel aleatoria. Se o numero de valores possiveis de X (isto €, R,,
o contradominio) for finito ou infinito numeravel, denominaremos X de variavel aleatoria discreta.
Ou seja, os valores possiveis de X podem ser postos em lista como x1, xs, ..., z,. No caso finito, a

lista acaba, e no caso infinito numeravel, a lista continua indefinidamente.

Definicao 2.8. Seja X uma variavel aleatdria discreta. Portanto, R,, o contradominio de X, sera
formado no maximo por um numero infinito numeravel de valores x1, z-, ... A cada possivel resultado
x; associaremos um numero p(x;) = P(X = z;), denominado probabilidade de z;. Os numeros

p(z;),i = 1,2, ... devem satisfazer as seguintes condigcbes:

(a)  plxg) >0,Vi;

(b) Zip(x) =1.

A funcao p definida acima, é denominada funcao de probabilidade (ou funcao de probabilidade
no ponto) da variavel aleatoria X. A colecdo de pares [x;,p(x;)],i = 1,2,..., € algumas vezes

denominada distribuicao de probabilidade de X .

Definicao 2.9. Diz-se que X é uma variavel aleatoria continua, se existir uma fungao f, denomi-
nada de funcao de densidade de probabilidade (fdp) de X que satisfaga as seguintes condigoes:
(a) f(z) > 0 para todo z;

(b) J72, f(z)de = 1;

(c) para quaisquer a,b, com —oo < a < b < oo, teremos P(a < X <b) = f;’f(:::)dx.

Definicao 2.10. Seja X uma variavel aleatdria, discreta ou continua. Define-se a fungdo F como a
funcao de distribuicao acumulada da variavel aleatoria X (indica-se por fd) como F(z) = P(X <

Lema 2.11. Se A C B, entdo P(A) < P(B).

Prova. Podemos decompor B em dois eventos mutuamentos excludentes, da seguinte forma: B =
AU (BN A). Consequentemente, P(B) = P(A) + P(BN A) > P(A), porque P(BN A) > 0, pela
propriedade 1 da definicdo de probabilidade.

Teorema 2.12. Seja X uma variavel aleatoria continua com fdp f. Entao,

(a) F(z) = [7 f(s)ds;
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(b) A fungéo F é nao-decrescente, isto €, se x1 < x4, teremos F(z1) < F(x2);

(c) f(z) = L F(x), para todo = no qual F seja derivavel.

Prova. (a) Decorre imediatamente da definicdo de variavel aleatéria continua.

(b) Definamos os eventos A e B, assim: A = {X < x1}, B = {X < z2}. Como x; < x4, teremos
A C B, portanto, P(A) < P(B) de acordo com o Lema 2.11.

(¢) F(X) = P(X < x) = [*_ f(s)ds. Por isso, aplicando-se o teorema fundamental do célculo,

obteremos F' (z) = f(x).

Definicao 2.13. Suponha-se que X seja uma variavel aleatoria continua, que tome todos os valores

no intervalo [a,b], no qual a e b sdo ambos finitos. Se a fdp de X for dada por
1

0 , x¢]ab].

Diremos que X é uniformemente distribuida sobre o intervalo [a, b)].

Comentarios:

(a) Uma variavel aleatéria uniformemente distribuida tem uma fdp que é constante sobre o
intervalo de definigdo. A fim de satisfazer a condi¢do [ f(z)dx = 1, essa constante dever ser igual

ao inverso do comprimento do intervalo.

(b) Para qualquer subintervalo [¢,d] em que a < ¢ < d < b, P(c < X < d) é a mesma para

todos os subintervalos que tenham o mesmo comprimento. Isto &,

d
P(c<x <d) :/ flx)dx = Z:;

e, por isso, depende unicamente do comprimento do intervalo e nao da posigcao desse intervalo.

3 Metodologia

Esta secao descrevera como sera possivel obter a quantidade de pontos aleatérios que

amostrara uma curva plana a partir de qualquer fungao de densidade de probabilidade.
3.1 Método da Transformacao Inversa

O método da Transformacgao Inversa sera validado através da demonstragao de um teorema.

Tal método € na verdade o nucleo de toda a metodologia do trabalho.

REMAT, Bento Gongalves, RS, Brasil, v. 7, n. 1, p. e3008, 15 de margo de 2021.



Reconstrugao de curvas paramétricas por meio de uma abordagem probabilistica 7

Suponhamos que temos uma distribuicao probabilistica, com funcao de densidade de pro-
babilidade f(z) e funcdo de distribuicdo acumulada igual a F(z). Desejamos gerar uma variavel
aleatdria que siga essa distribuicao probabilistica. O método esta baseado no fato de que a distri-

buicdo acumulada F'(x), tem valor entre 0 e 1.

Teorema 3.1. Seja X uma variavel aleatoria com fdp f e fd F. [ Suponha que f(x) =0, x & (a,b)].
SejaY a variavel aleatoria definida porY = F(X). Entdo, Y sera uniformente distribuida sobre [0, 1].

(Y é denominada transformada integral de X ).

Prova. Primeiramente, provaremos que F' € uma fungdo continua. Tome uma sequéncia x,, em X (s)
que convirja para x, ou seja, x, — x. Defina o evento X < x,, portanto, {X < z,} — {X < z}.

Logo, P(X < z,) — P(X < z), entdo F(x,) — F(z).

Logo, a fungéo F é continua, estritamente crescente em [a,b] e com uma inversa F~*. Isto &,
Y = F(X) pode ser resolvida para X em termos deY : X = F~1(Y). [Como F(x) = 0 parax < a,

defina F~'(0) = a. Semelhantemente, como F(x) = 1 para z > b defina F~1(1) = b].

Seja G a fd da variavel aleatdria Y, definida acima. Entao,

GY) = P

Logo, F' € uniformemente distribuida sobre [0, 1].

Vamos, agora, dar alguns exemplos de geracao de amostras aleatorias utilizando as distribuicoes

uniforme e exponencial.

3.2 Geracao de amostras aleatorias

Nesta secao mostraremos como gerar variaveis aleatérias a partir das distribuicdes uniforme

e exponencial.

REMAT, Bento Gongalves, RS, Brasil, v. 7, n. 1, p. e3008, 15 de margo de 2021.
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3.2.1 Distribuicao Uniforme

A fungao de distribuicdo acumulada da Distribuicao Uniforme sobre o intervalo [a, b] € dada

por:
o Tr—a
f(x):/a b—adx:b—a‘
Seja:
T —a
Logo,

z=a+ (b—a)y.

A amostra aleatoria é gerada, entao, por:
ri=a+(b—a)y,i=1,2,..,n

onde y1,y2, ..., yn, € UMa sequéncia de numeros aleatérios uniformemente distribuidos em [0, 1].
3.2.2 Distribuicao Exponencial

Definicao 3.2. Uma variavel aleatdria continua X, que tome todos os valores ndo-negativos, tera

uma Distribuicao Exponencial com pardmetro \ > 0, se sua fdp for dada por

Ae M z > 0;
flz) =

0 . para quaisquer outros valores.

A funcao de distribuicao acumulada é dada por:

F(x) = / Ae My =1— e,
0

Seja:
y=F(z)=1-e"
Logo,
_ —In(l—vy)
T = —
A amostra aleatéria € gerada, entao, por:
o —ln(l — yl)
Tr; = A

onde y1,y2, ..., yn € UMa sequéncia de nimeros aleatérios uniformemente distribuidos em [0, 1].

REMAT, Bento Gongalves, RS, Brasil, v. 7, n. 1, p. e3008, 15 de margo de 2021.
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Seja X uma variavel aleatéria continua e f(z) uma fungao real. Se f(x) > 0 para todo =
e [7 f(x)dz = K, em que K é um nimero real positivo (n@o necessariamente igual a 1), entdo
g(x) = % € uma funcao de densidade de probabilidade, pois:

(1) g(x) > 0 para todo x;

(i) /Zg(x)d:p _ /Z fg)dm .

b
(731) para quaisquer a,b, com —oo < a < b < oo, teremos P(a < X <b) = / g(x)dx.

3.2.3 Um pouco de Geometria Diferencial

Vamos a partir de agora dar o conceito do que € uma curva plana e definir uma propriedade

muito importante inerente a todas as curvas chamada de curvatura.

Definicao 3.3. Uma curva parametrizada plana é uma aplicacdo diferenciavel oo : I — R? de um

intervalo aberto (a,b) da reta real R em R?).

Nesse caso, o € uma correspondéncia que leva cadat € I a um ponto da forma a(t) =
(z(t),y(t)) € R? onde (x(t),y(t)) sdo fungbes diferencidveis (CARMO, 2005).

O vetor o/ (t) = (2'(t),y (t)) € R* é chamado o vetor tangente da curva .. A imagem

a(I) ¢ R? é chamada de trago da curva.

Definicdo 3.4. Uma curva diferencidvel parametrizada o : I — R? é chamada regular se o/ (t) # 0

paratodot e I.

Dado ty € I, o comprimento de arco de uma curva parametrizada regular o. : I — R?, a

partir do ponto ty, é por definicao
t
s(t)= [ o (¢)|dt

to

onde ot (t) = /((z'(t))2 + (v (t))2) é o comprimento do vetor o/ (t). Como ' (t) # 0, o comprimento

de arco s é uma fungéo diferencidvel de t e % = o (t)].

Definicao 3.5. Seja o : I — R? uma curva parametrizada pelo comprimento de arco s € I. O

numero ||’ (s)|| = k(s) chama-se curvatura de o. em s.

Teorema 3.6. (DOMINGUES, 2013) Se uma curva dispor de uma parametrizagdo o(t) = (z(t),y(t))
nao necessariamente pelo comprimento de arco, entao sera possivel calcular a curvatura em cada

t, através da expressao

mnor

Y | .
()2 + (y)2)?

"
lry —x

k(t) =

REMAT, Bento Gongalves, RS, Brasil, v. 7, n. 1, p. e3008, 15 de margo de 2021.
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Prova. Seja s(t) a fungdo comprimento de arco e denotemos sua inversa port(s). A reparametrizagdo

de «a(t) pelo comprimento de arco € dada por:

Entao,
§(5) = o (4(s)) £ ()
Dai,
56 = oo g +aeon g (5)
2 2
= ) () oo
ds , , . dt 1
o VORGP enso g = o
Pt 3@+ )20 Hyy)  dd gy
ds? ()2 + (1)) 5)2 (@) + )7
Portanto,
noon 1 ro z'z” "y
S S RIS ’y)( <<x’>2:<gz//l§2>2>H

2 (@) + )~ (@ +y'y") (@) + ) —y @ +y'y)
(=) + (¥')?)? ’ ()2 + (y')?)?
2 (y)?—ay'y Y (@) -y
(@) + ¥)?)? " (@) + (¥)?)?

_ x//y/ — y//l‘/ / J}l

B [COERTARERE

e Al

= |y @+ )
2y —a"y|

()2 + (¢)2)?

3.2.4 Amostragem aleatoria com base na curvatura de uma curva plana

Dada uma curva, podemos sempre definir uma funcao de densidade baseada na sua curva-

tura. Vejamos alguns exemplos.
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Exemplo 3.7. Vamos calcular a curvatura da curva plana parametrizada r(t) = (t,cosh(t)), t € R.
Entao,

|1 cosh(t) — sinh(¢) - 0|
(1+sinh?(t))?
| cosh(t)|
(cosh?(t))3
| cosh(t)]
| cosh3(t)]
1

= > 0.
cosh?(t)

k(t) =

Ja vimos que g(t) = %dt onde [* _k(t)dt = K é uma fungdo de densidade de probabili-
dade.

Portanto,

1
h? (¢
o) = =0
a cosh?(t)
1
cosh?(t)
ff sech?(t)dt
1
cosh?(t)
tanh(t)[%
1
cosh?(t)
tanh(b) — tanh(a)
1 1

tanh(b) — tanh(a) cosh?(t)’

dt

A fungéo de distribuicdo acumulada G(t) de g(t) € dada por:

1 1
G = fah(s) — tanh(a) / cosh®() "
1
= tanh() — tanh(a) (R0 ()
tanh(t) — tanh(a)
tanh(b) — tanh(a)”

Seja
_ tanh(t) — tanh(a)
~ tanh(b) — tanh(a)’

y=G(t)

REMAT, Bento Gongalves, RS, Brasil, v. 7, n. 1, p. e3008, 15 de margo de 2021.
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Logo,
t = tanh™*(y - (tanh(b) — tanh(a)) + tanh(a)).

A amostra aleatdria é gerada, entao, por:
t; = tanh ™' (y; - (tanh(b) — tanh(a)) + tanh(a)),i = 1,2,...,n
onde y1, v, ..., yn, € Uma sequéncia de numeros aleatorios uniformemente distribuidos em [0, 1].

Exemplo 3.8. A circunferéncia tem parametrizagdo r(t) = (r - cos(t),r - sin(t)) onde r € o0 raio da
circunferéncia e t € R. Sua curvatura é constante, pois

|r - sin(t) - r - sin(t) 4 r - cos(t) - r - cos(t)]
((r-sin(t))2 + (r - cos(t))2)%
|72 (sin?(t) 4 cos(t))]
(r2(sin?(t) + cos?(1)))?

?"2

\/?
1

= —->0.
r

k(t) =

o

1

i ﬁ +— € uma fungdo de densidade de probabilidade.

Entdo, g(t) =

A funcao de distribuicao acumulada é dada por:

| t—a
Gty = [ adt=y o

Seja:

Logo,t =a+ (b—a)y.
A amostra aleatdria é gerada, entao, por:
ti=a+ (b—a)y,i=1,2,..,n

onde y1, s, ..., yn € uma sequéncia de numeros aleatorios uniformemente distribuidos em [0, 1].

3.2.5 Descrigcao do algoritmo

Nesta secao daremos uma descrigao do algoritmo utilizado para gerar a amostragem aleatéria

de pontos.
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O primeiro passo é definir uma fungao de densidade de probabilidade f(x) definida no
dominio da curva que se deseja aproximar. Em seguida, calcula-se a fun¢ao de distribuicdo acumu-
lada F(x).

Faca y = F(x) e depois coloque a variavel independente = em fungao de y. Gere uma
sequéncia de numeros aleatorios uniformemente distribuida no intervalo [0, 1]. Calcule z;,i = 1,2,...,n

para cada y; gerado.

4 Resultados e discussao

Todas as curvas paramétricas geradas neste trabalho utilizaram uma amostragem aleatéria
de 200 pontos uniformemente distribuida no intervalo [0, 1]. E importante frisar que qualquer quanti-
dade de pontos poderia ser utilizada desde que tal quantidade gere uma boa aproximagao da curva.
Outro fato que merece destaque, é que o trabalho em questao nao fornece um método para determi-
nar um valor minimo de pontos que aproxime de forma satisfatéria uma curva plana parametrizada.
A quantidade de pontos é encontrada através de tentativa e erro. Nesta secao, os pontos em azul
representam a amostra aleatéria no dominio da curva plana parametrizada e os pontos em vermelho

sao os valores da curva sobre a parte do dominio discretizado (amostra aleatoria).

4.1 Aproximacao de curvas utilizando a Distribuicao Uniforme

Figura 1— «a(t) = (#3,t?). Intervalo de Figura 2— «(t) = (t,t%). Intervalo de
aproximagao: [—100, 100]. aproximagao: [—100, 100].
il \\ //
= \ .
\‘\\ // // \\\ = o -
Fonte: Elaboragao dos autores (2020). Fonte: Elaboragao dos autores (2020).
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Figura 3— a(t) = (t,#3). Intervalo de Figura 4— a(t) = (t,cos(?)). Intervalo de
aproximagao: [—100, 100]. aproximagao: [—360, 360].
/ N TN 3
7 b / N /i
o \ \ /
T rd \ // \ /
T+ // \\ /’ \ /
s /,/ 5 ‘\\“ ’./// i \ /
e e e ; \ 7
P \ / \ /
' \ i \ /
/ \ / T \\ /
& \ /i \ /
/ \\\/,/ \'\/
Fonte: Elaboragao dos autores (2020). Fonte: Elaboragao dos autores (2020).

Figura 5— «(t) = (cos(t),sin(2t)). Intervalo de aproximacao: [0, 360].

"/

Fonte: Elaboracao dos autores (2020).

Figura 6 — «a(t) = (t, cosh(t)). Intervalo de aproximagao: [—180, 180].

Fonte: Elaboragao dos autores (2020).
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Foram utilizados outros intervalos e outras amostragens com quantidade de pontos diferentes
para aproximar as curvas das Figuras 1, 2, 3, 4, 5 e 6. Em todos os casos, chegou-se a uma boa
aproximacao do modelo continuo da curva. Note que houve uma boa distribuicdo dos pontos ao
longo do eixo z, ou seja, foram amostrados tantos pontos negativos como positivos. A Unica excegao
foi o grafico da Figura 5, onde s6 foram amostrados pontos positivos uma vez que os pontos estao
no intervalo [0, 360]. Porém, como a curva é simétrica em relagao ao eixo y, foi possivel aproxima-la
de forma satisfatéria. A escolha dos intervalos de aproximacao depende da euristica na qual nem
sempre um intervalo de amplitude maior com mais pontos amostrados significa uma melhora visivel

na aproximagao da curva.

4.2 Aproximacao de curvas utilizando a Distribuicao Exponencial

Figura 8— «(t) = (t,t%). Intervalo de

Figura 7—- «a(t) = (t3,t?). Intervalo de L
aproximagao: [—100, 100].

aproximagao: [—100, 100].

~ ‘\\‘ 5
\"\7// e e L
Fonte: Elaboracao dos autores (2020). Fonte: Elaboracao dos autores (2020).
Figura 9— «(t) = (t,t3). Intervalo de Figura 10— «(t) = (t,cos(t)). Intervalo de
aproximagao: [—100, 100]. aproximagao: [—360, 360].
- / A
./j \\
/" \
/ 3
.//.
Fonte: Elaboragao dos autores (2020). Fonte: Elaboragao dos autores (2020).
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Figura 11 — «a(t) = (¢, cosh(¢)). Intervalo de aproximagéo: [—180, 180].

Fonte: Elaboragao dos autores (2020).

Foram utilizados outros intervalos, varios valores da constante A e amostragens com quan-
tidade diferentes de pontos distribuidos uniformemente no intervalo [0, 1] para aproximar as curvas
das Figuras 7, 8, 9, 10 e 11, porém tais mudangas nao resultaram em mudancas significativas nas
aproximagoes. Como foi dito anteriormente, o valor de A ndo influenciou na aproximagao das curvas,
mas é importante frisar que tal valor, geralmente, € bem pequeno e se for um nimero maior do que

1 pode interferir negativamente na aproximagao das curvas.

Figura 12 — «a(t) = (cos(t),sin(2t)). Intervalo de aproximagao: [0, 360] e A = 0, 03.

Y M \
| e \
/ \/

/ \ j
\‘\. 7 E

Fonte: Elaboragao dos autores (2020).
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Figura 13 — «(t) = (cos(t),sin(t)). Intervalo de aproximagao: [0,360] e A = 0,02.

Fonte: Elaboragao dos autores (2020).

Foram utilizados outros intervalos, varios valores da constante A e amostragens com quan-
tidade diferentes de pontos distribuidos uniformemente no intervalo [0, 1] para aproximar as curvas
das Figuras 12 e 13, porém o valor da constante A foi o Unico fator que interferiu na aproximagao da

curva sendo, portanto, necessario encontrar através da heuristica um valor adequado.

4.3 Aproximacao de curvas com base na curvatura

Figura 14 — «(t) = (cos(t),sin(t)). Intervalo de aproximagéo: [0, 360].

Fonte: Elaboragao dos autores (2020).
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Figura 15— «a(t) = (¢, cosh(t)). Intervalo de aproximagao: [—180, 180].

Fonte: Elaboragcao dos autores (2020).

A curvatura da circunferéncia da Figura 14 é constante e por isso, verificou-se que a amos-
tragem de pontos ficou mais ou menos uniforme no dominio da curva. A amostragem de pontos
no dominio da curva da Figura 15 se concentrou onde a curvatura € maior. A principal dificuldade
em aproximar uma curva com base na sua curvatura € integrar a fungao curvatura que nem sempre
€ uma tarefa facil. Uma alternativa para superar tal dificuldade pode ser realizar uma integragao

aproximada através de algum método de integracao numérica.

5 Consideracoes finais

Em geral, aproximar curvas planas com base na Distribuigao Uniforme se revelou mais efi-
ciente do que tomando como referéncia a Distribuicao Exponencial. O valor de A na Distribuicao
Exponencial interfere na aproximagao de algumas curvas, sendo necessario encontrar um valor de

A adequado para chegar a uma boa aproximacao da curva.

Vale ressaltar, que poderia ser utilizada qualquer Funcido de Densidade de Probabilidade
definida no dominio da curva. Este trabalho, apenas mostra como encontrar adequadamente uma

amostragem de pontos que ira aproximar a curva.
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Por ultimo, falamos sobre os resultados obtidos com a amostragem de pontos no dominio
da curva baseada na curvatura. Aproximar a curva com base na sua curvatura € um método usado
quando se deseja gerar mais amostras onde a curvatura € maior. Porém, esse método sé pode
ser usado em casos especiais uma vez que a integral da fungao curvatura, na maioria das vezes, é

muito dificil de ser calculada.
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