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Abstract

This work presents a comparative analysis of different approaches to ap-
proximate current densities in criticality calculations using the neutron dif-
fusion theory. As the nuclear reactors are composed of several materials,
defining heterogeneous regions, where the nuclear parameters vary signifi-
cantly, it is necessary to express the currents in such a way as to preserve
continuity at the interfaces of the regions. Based on a nodal integration
applied to the stationary neutron diffusion equation, we present four propo-

Keywords ) 1o ;
Neutron Diffusion Equation sals to approximate the current densities at the interfaces. Once the model
Criticality is built, the calculation of the parameter that defines criticality depends on
Nodal Integration the determination of the dominant eigenvalue. Here we present and dis-

Neutron Current Density cuss three methods of calculating this eigenvalue. The comparison of the

numerical results is carried out on the basis of three test problems, in hete-
rogeneous media, available in the literature. The results obtained indicate
that the most effective approximations for the current densities at the inter-
faces, for calculating the eigenvalue and the fluxes, are those that combine
the diffusion coefficients of the two common nodes to the interface (propo-
sals 3 and 4). In addition, the secant method proved to be more efficient in
determining the criticality parameter.

1 Introducao

A solugao do problema da criticalidade nos reatores nucleares é de fundamental importancia
para o licenciamento das usinas nucleares. A criticalidade esta associada ao comportamento evo-
lutivo do nimero de néutrons ao longo de sucessivas geracdes de fissdao nuclear. A fissao nuclear
ocorre quando o nucleo de um atomo de uranio, por exemplo U-235, absorve um néutron, ficando
assim instavel a tal ponto de romper-se (fissionar-se). Além de gerar dois produtos de fissdo com
emissao, em média, de 2 a 3 néutrons em cada evento de fissao (LEWIS, 2008), esses novos
néutrons podem causar novas fissdes gerando, assim, uma reagdo em cadeia. Além de causarem
novas fissoes, alguns desses novos néutrons podem ser absorvidos por materiais que compdem o
nucleo do reator, tais como: moderador, refrigerante, elementos de controle. Os demais néutrons
podem sofrer captura radioativa pelo U-238, nas regides de ressonancias do combustivel e, segundo
Duderstadt e Hamilton (1976), apenas alguns néutrons conseguem escapar dessas regides. Cabe
ressaltar que, desde a fissao rapida até a absorcao térmica de néutrons no combustivel, podem
ocorrer fugas rapidas e térmicas de néutrons no reator. O ideal é que a relagdo em perdas e ganhos

de néutrons se mantenha em equilibrio, ou seja, que o reator funcione em estado critico.

Nesse contexto, a teoria da difusdo de néutrons € um modelo matematico que descreve, de
forma satisfatoria, 0 comportamento neutrénico dos reatores nucleares (DUDERSTADT; HAMILTON,

1976, STACEY, 2001). A equacgao da difusao de néutrons estacionaria é utilizada para prever o
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comportamento da populagdo de néutrons a partir da composi¢cao geométrica e material do reator.
Esta equacao é adaptada para um problema de autovalor K, pois a quantidade de material nuclear
deve ser equilibrada com a quantidade de materiais absorvedores que compdem o nucleo, a fim
de manter a distribuicao de fluxo estacionario, que é a condigao ideal de operagao do reator. Este
autovalor representa a razao entre o nimero de néutrons de duas sucessivas geracoes de fissdo, de
tal forma que se deseja obter o valor de K préximo da unidade. Caso contrario, precisa-se escolher
uma nova combinagao entre geometria e composic¢ao, para que se atinja a criticalidade desejada.
Do ponto de vista do modelo matematico, a determinacao desse parametro se refere a solucao de
um problema de autovalor, no qual apenas o autovalor dominante K corresponde aos autovetores
reais e nao-negativos em todos os pontos do sistema e, portanto, fisicamente relevante (LAMARSH;
BARATTA, 2017). Nos problemas realistas em fisica de reatores, a dependéncia dos parametros
do modelo com relacao a variavel energia € um ponto relevante a ser observado. O espectro de
energia é muito amplo, o que torna comum a utilizagdo do chamado modelo multigrupo, no qual os
néutrons sao divididos em grupos, de acordo com sua faixa de energia cinética. Assim, em cada

grupo, assume-se que a energia do néutron seja constante (DUDERSTADT; HAMILTON, 1976).

Além das condicdes de contorno, faz-se necessario, para a solugao desse tipo de problema,
especificar as condi¢coes de interfaces entre os diferentes meios presentes no interior do nucleo de
um reator, tais como a interface entre o material combustivel e o refletor. O fluxo e a corrente de
néutrons devem ser continuos através das interfaces. Os eventos de fissao de néutrons ocorrem nas
regioes de combustiveis dos reatores nucleares, entretanto, seu calculo global precisa considerar as
outras regides: moderador, refrigerante e nlcleo estrutural; na qual os parametros nucleares variam
de forma significativa. Essas mudancas dos parametros acarretam diversas consequéncias para
os calculos globais em fisica de reatores, como uma maior sensibilidade e perturbagdes do fluxo
e da densidade de corrente perto das fronteiras entre as diferentes regides. Dessa forma, faz-se

necessario determina-los com precisao nesses locais, atendendo as condi¢des de continuidade.

Neste trabalho, investiga-se a influéncia de diferentes aproximacoes das densidades de cor-
rentes nas interfaces, em problemas de difusdo multigrupo em geometria unidimensional. Além
disso, visto a importancia de se obter o valor da criticalidade dos reatores nucleares com precisao
e agilidade, apresenta-se uma andlise comparativa entre os métodos da bisseccao, da secante e
iterativo de fonte. Dessa forma, na Secgao 2, introduzimos a formulagao matematica do problema e
as propostas de aproximacao das correntes nas interfaces. Na Sec¢ao 3, apresentamos e discutimos

os resultados numéricos. Por fim, na Secao 4, indicamos algumas conclusoes.
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2 Formulacao matematica

A equacao da difusao de néutrons multigrupo estacionaria unidimensional em geometria car-
tesiana definida como um problema de autovalor é dado por (DUDERSTADT; HAMILTON, 1976)

el
d d _X
i (-0 ) + 2y g}j%am br@) + Y Sy @y @, (1)
g'=1
g'#9g
onde x € [zg,zn] € g = 1,...,G sé@o os grupos de energia. Para cada grupo de energia g: D, é

o coeficiente de difusdo, [cm]; ¢4(x) € o fluxo escalar de néutrons, [cm™2s71]; X, é a secdo de
chogue macroscépica de remogao, [em™1]; x, é 0 espectro integrado de fissdo; v, € o nimero médio
de néutrons liberado por fissdo; Xy, é a se¢do de choque macroscépica de fissdo, [cm™!]; £y, €
a sec¢ao de choque macroscoépica de espalhamento do grupo ¢’ para o g, [em~!], e K é o fator de
multiplicagao efetivo. As condi¢gdoes de contorno mais usuais para o sistema de equacgoes (1) sao do

tipo de Dirichlet, Neumann ou Robin, escritas na forma

aby(a)|  bog(w) =0, @

T=Tp T=Tp

onde |ay| + |bg| > 0 para a, € b, constantes reais e x;, = x¢ OU x, = .

Inicialmente consideramos a particao do dominio em N ndés, ou sub-dominios, de igual lar-
gura Az, sendo que x € [z,—1, ] NO NG n. Seguindo entdo uma técnica de integragao centrada na
malha (GROSSMAN; HENNART, 2007), integramos a Eq. para todo z € [z,,—1,x,] € dividimos o

resultado por Az para obtermos

L d

— ol (x)

(n) 7(n) _ Xg (n 7(n)
Az 9 dx ERQ¢§7 )= Z Vy' E + Z Zsg g¢ (3)

g#g

onde ¢ & o fluxo escalar médio do grupo g no né n definido por

2(n 1 o n
g A L @

Além disso, definimos Jg(”) (x) como a densidade de corrente do grupo g no né n
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Jm) (z) = _D(n)i¢gn) (z). (5)

Ao substituirmos a Eq. na Eq. obtemos um conjunto de equacdes em funcio dos

fluxos médios e das correntes,

A () ) 5000 = S0+ 0

g#g

Note que temos GN incognitas relativas aos fluxos médios e G(NN + 1) incognitas relativas
as densidades de corrente nos contornos do dominio e interfaces dos nés, porém, apenas GN
equacodes. Essa é uma questao usual em metodologias nodais. De forma que torna-se necessaria
a introducao de equacdes auxiliares para resolucao do problema. Neste trabalho, propomos quatro
formas de aproximagao das densidades de corrente, em termos dos fluxos médios, de forma a

reduzir o numero de incognitas do problema para GN (fluxos médios), além do autovalor K.

e Proposta 1: Uma primeira proposta que sugerimos consiste em aproximar a derivada pre-
sente na expressao das densidades de corrente, Eq. (5), em termos de dois valores dos
fluxos médios. Assim, a aproximacao para a densidade de corrente, na interface direita do

noé n, é escrita como

®) ) —énJrl) . qgf]n)

e a aproximagao, na interface esquerda do no6 n, € escrita como

ggg;’n) . *E]n—l)
J{ (1) = =D | | (8)

Notamos, no entanto, que, neste caso, a condicdo de continuidade da densidade de corrente

nas interfaces z,,_1,

T§ (@n1) = T D (@na), 9)

ndo é atendida, quando Dé”) é diferente de Dé”_l).
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Proposta 2: A segunda proposta que construimos € inspirada nas aproximagoes regressivas,
na qual o coeficiente da difusao da aproximacao da corrente no contorno é referente ao n6 a
sua esquerda. Assim, escrevemos a aproximacgao para a densidade de corrente na interface

direita do né n como

g g Az

7(n+1) qg(n)
JM(z,) = DM [ 29 (10)

e a aproximagao na interface esquerda do né n como
(87—
e e R N & an

Proposta 3: Essa proposta é desenvolvida a partir de aproximagoes que utilizam os fluxos
médios de cada né e dos fluxos nos contornos, conforme apresentado por Abreu (2017).

Para o contorno a direita do n6 n

D)
I ) 2 D (%(xgi 7 ) (12

e para o contorno a esquerda do n6 n

Z(n) _
I (2-1) 2 =D <¢9 A‘Zﬁ”‘”) . (13)

Nesse caso, quando impomos a condi¢ao de continuidade da densidade de corrente, Eq. (9),

em z,,, obtemos

n+1) 7(n+1 n n
5@ = D00+ DG (14
g\tn) = (nt1) |,

e quando impomos essa mesma condi¢ao de continuidade em z,,_1, obtemos

Dén)qgén) + Dénfl)qgénfl)
Dy + Dy

bg(Tn-1) = (15)

Por fim, substituindo a Eq. na Eq. (12), obtemos uma aproximagdo da corrente na

interface direita do né n

n+1 n T(n+1 Z(n
o (n+1) (n) Az
Dy + Dy
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e substituindo a Eq. na Eq. (13), obtemos uma aproximagéo da corrente na interface

esquerda do n6 n

1

n—1) Az

(n) H(n—1) 7(n) _ 7(n—1)

2D’ D —

Jg(n)(l’n—l) - (n)g g( <¢g 2] ) . (17)
g g

e Proposta 4: Esta proposta desenvolvemos a partir da média aritmética dos coeficientes da
difusdo e da aproximacao da derivada por dois valores. Em ambos os casos, os valores
dos coeficientes de difusdo e dos fluxos médios sao referentes aos noés vizinhos de cada
interface, conforme podemos ver no esquema da Figura[l] para a interface a esquerda do né

n.

Figura 1 — Esquema da aproximagao da corrente no ponto x,,_; para o n n.

Q_ﬂ(n_l) Jén) (xn—l) _gn)

g9
I |

Tpn—1

Dén—l) D!(]n)

Fonte: Elaboracao dos autores.

Assim, a aproximagao da densidade de corrente para a interface, a direita do n6 n, € expressa

como

N D§n+1) + D!(]n) QZ_)SH_I) - —;n)
- 2 Az

e a aproximagao para a interface, a esquerda do no n, € expressa como

(n) (n=1) [ 2(n) _ 7(n—1)
n ~Y L) +_L) ¢ _-¢
T () 2 ==L 5 g ( g Mg ) (19)

Nas quatro propostas de aproximagao das densidades de corrente, temos 0 mesmo esquema
de aproximacgao da derivada. Dessa forma, a fim de buscarmos uma generalizagao, definimos como
aé") os coeficientes que acompanham a aproximacao da derivada na face direita e 55”) na face
esquerda para cada né n e grupo g. Substituindo estas aproximagdes na Eq. (6), obtemos depois

de algumas manipulacoes,
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n) (n) (n)
7(n o + 7(n n— n n n n n
L¢é +1) 4 <9x59> ¢é ) _ ﬁg ¢ 1) —I—Z ¢( _Xg Z vy Z( ¢( +Z Esg)g¢( 20)

g#g

A Eq. (20) refere-se aos nés internos do dominio. Entretanto, as equagdes referentes aos nés
de ambas extremidades do dominio sdo um pouco diferentes, pois sofrem influéncia das condigoes
de contorno, Eq. (2). Estas equagdes sao construidas a partir das seguintes aproximagoes das

densidades de corrente para os contornos, que sao iguais para as 4 propostas,

(1)
2D; " a -
(1) ~ _ 9 =9 1)
Tg (o) = <a9m - 2bg> %9 (21)
e
(N)
2oDMa, 1\ -
(N) ~ g g (N)
o en) = <agA:E n 2bg> % - (22)

O conjunto de todas as GN equagdes obtidas formam um problema de autovalor que pode
ser resolvido por diversas abordagens, entretanto, neste trabalho, destacamos duas delas. A pri-
meira abordagem se baseia na avaliacao das raizes de uma equacao caracteristica, com duas
versoes, dadas pelo método da bissecgdo e o método da secante. Uma segunda abordagem é

a do método iterativo de fonte.
2.1 Métodos da bisseccao e da secante
A partir das raizes do determinante da matriz de um sistema homogéneo, buscamos os

valores de K em que tal determinante seja igual a zero. Esse sistema homogéneo pode ser escrito

como

_ _ _ _ _ T
_ [¢§1),...,¢(G1),...,¢§N),...,¢(GN)] (24)
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e A é uma matriz tridiagonal de blocos de ordem GN x GN,

& OAQ
AP AP AR
A= ' - ; (25)
AgN_l) At(IN—l) A(()[N—l)
(N) N
i A A

onde os blocos Ag") e Al de ordem G x G sdo matrizes diagonais da forma

(n) (n)
(n) _ - B B
© (n) (n)
(n) _ g _ a;’ _ ac?
A diag ( A2 A:c2> , (27)

e 0s blocos da diagonal principal Af]”) de ordem G x GG sdo matrizes cheias cujos elementos séo

definidos como

(n) (n) A
(ai 5 )4—2(") &ujz(") se 1=]

AJIQ Ri K fi
() _
A = (28)
—%ujzy}) ~x) se i

Para esse tipo de abordagem, propomos dois métodos para determinacao das raizes da
equacao caracteristica: método da bisseccao e método da secante (EHIWARIO; AGHAMIE, 2014).
Para isso, definimos o determinante da matriz A como uma funcdo f que depende de K da forma
det(A(K)) = f(K). Estes dois métodos partem de duas estimativas iniciais, K"/ e K2, e com
sucessivas iteragdes convergem para uma raiz da fungao f. As formulas de iteragcao sao definidas
como (EHIWARIO; AGHAMIE, 2014)

e Método da bisseccao

[s—1] [s]
K+ — u (29)

e Método da secante

REMAT, Bento Gongalves, RS, Brasil, v. 6, n. 2, p. 4006, 19 de novembro de 2020.
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K=y (K[S]) — Kbl f (K[s—l])
f (KB — f (K1)

K[S+1] —

Em ambos os casos, o processo iterativo deve seguir até que um critério de parada seja

atingido, como por exemplo,

K+ _ gls]
| |

}K[5+1]| < €1, (31)

ou que um numero limite de iteragcdes seja alcancado (em caso de nao convergéncia).

Em geral, o método da secante é formalmente o mais eficaz entre estes dois métodos
(EHIWARIO; AGHAMIE, 2014). Entretanto, segundo Datta (2009), o método da bissecgao sem-
pre converge, em contraposicao com o método da secante, que converge sob certas condigdes, por
exemplo, f (K[S]) ef (K[S*”) nao podem ser suficientemente proximos. Além disso, esses métodos
convergem para um autovalor (raiz), nao necessariamente o maior deles. Como nosso problema de
interesse requer apenas o autovalor dominante, precisamos elaborar algumas estratégias para de-
termina-lo. Visto que o método da secante nao requer que as estimativas iniciais intercalem algum
autovalor, propomos que as duas estimativas iniciais sejam um pouco maiores do que 1, uma vez
que o valor de K critico dos reatores nucleares sao valores proximos de 1. Com estas estimativas,

o método da secante converge na direcao do autovalor dominante.

Apods encontrarmos o autovalor K pelas duas abordagens, podemos determinar os fluxos.
Para isso, além de substituir K no sistema homogéneo, Eq. (23), acrescentamos mais uma linha no

sistema, que se refere ao calculo da poténcia do reator

N G
P=EY Y vx0eMAx, (32)

n=1 g=1

onde E é a quantidade de energia que em média € gerada por fissdo. Assim, a partir de uma
poténcia prescrita, o sistema torna-se sobredeterminado e nao homogéneo. Este novo sistema

pode ser resolvido por minimos quadrados.

REMAT, Bento Gongalves, RS, Brasil, v. 6, n. 2, p. 4006, 19 de novembro de 2020.
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2.2 Método iterativo de fonte

A segunda abordagem que propomos € o método iterativo de fonte, que determina o auto-
valor dominante e seu autovetor correspondente, através de sucessivas iteracoes (DUDERSTADT;

HAMILTON, 1976). Nesta abordagem organizamos as equacdes do problema da seguinte forma

M3 — _F&

_F&, (33)

onde M é uma matriz tridiagonal de blocos semelhante a matriz A da Eq. (25). A diferenca esta
apenas nos blocos da diagonal principal, pois os elementos %ujzgf;) nao fazem parte da matriz M.
Nesse caso, as secbes de choque de fissdo estdo no lado direito do sistema matricial, formando a

matriz F de ordem GN x GN, que é uma matriz diagonal de blocos da forma

F — diag (Fg;>, o FgN)) , (34)

onde os blocos Ffl”) de ordem G x G sao matrizes da forma

£ 17
FJ" = Lol (35)
R 70

para fi(,?) = Xiujz;’;). A ideia principal desse método é assumir que o lado direito (termo fonte) da

Eq. seja sempre conhecido, na forma de um processo iterativo,

1

_ Bl 1]
= e (36)

M@[S]

Iniciamos o processo com estimativas iniciais para o Kl e 3. Com o lado direito co-
nhecido, obtemos um sistema linear que, quando resolvido, determina a atualizagao dos fluxos e
subsequente atualizacao do K. A férmula de atualizagcdo do K segue a proposta de Duderstadt e

Hamilton (1976), e é escrita na forma

(F81,F3)

Kbl = gls=1 <F'i>[s_l]a Fi)[s]>’
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onde o simbolo (u, v) significa o produto interno. Esse método deve iterar até atender algum critério

de parada, como

i

H 20 < €9, (38)

2

além do critério apresentado na Eq. (31). Esse método iterativo de fonte determina o autovalor domi-
nante, K, independentemente da estimativa inicial, desde que exista uma solugao (DUDERSTADT;
HAMILTON, 1976).

3 Resultados numéricos

A fim de analisarmos as propostas de aproximacao das densidades de correntes e os métodos
para determinacao da criticalidade, resolvemos trés problemas testes presentes na literatura (SILVA;
MARTINEZ; GONGCALVES, 2012, THOME; CARVALHO; ALVIM, 1997, POLLARD, 1977). Os resul-
tados numéricos para os problemas testes sao gerados por codigos implementados em Fortran95
e executados em um computador pessoal com um processador Intel Core i5-8250U, de 1,60GHz
e 8GB de RAM. Os tempos computacionais apresentados nas tabelas a seguir sao determinados
a partir da média aritmética de 10 execugdes do codigo. Além disso, as estimativas iniciais para o

método da secante dos trés problemas testes sdo K1=1,3 e K12=1 2.
3.1 Problema Teste 1

O primeiro problema teste foi proposto por Silva, Martinez e Gongalves (2012). Consideramos
um meio heterogéneo com dois tipos de materiais: um combustivel, 0 < = < 30 (¢m), e outro refletor
30 < z < 50 (cm). As condigdes de contorno impostas sao do tipo reflexivas no contorno esquerdo

e fluxos nulos no contorno direito, respectivamente,

d
%%(x) . =0, bg(z) . =0. (39)

Os critérios de parada que adotamos s&o ¢; = 10719 e e = 10710, Na Tabela[i] apresenta-

mos o0s parametros nucleares do problema.
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Tabela 1 — Parametros nucleares para o Problema Teste 1.

Material g D, (cm) gy (ecm™') v,3f, (em™1) g2 (em™1)  xy
1 1 1,438000  0,029350 0,000242 0,01563 1,0
1 2 0,397600  0,104900 0,155618 0,00000 0,0
2 1 1,871420  0,035411 0,000000 0,03434 1,0
2 2 0,283409  0,031579 0,000000 0,00000 0,0

Fonte: Adaptado de Silva, Martinez e Gongalves (2012, p. 185).

Na Tabela [2] apresentamos os resultados encontrados para o autovalor dominante X, utili-

zando as quatro propostas para diferentes Az e seus tempos de execucéo na coluna subsequente.

As estimativas iniciais do método da bisseccao sao K[1=1,0 e K2=0,6 e o resultado do K, apre-

sentado por Silva, Martinez e Gongalves (2012), € de 0,7346988.

Tabela 2 — Resultados para o autovalor dominante K para o Problema Teste 1.

Método Proposta Ax =1lcm t(s) Axz=0,5¢cm t(s) Az =0,25cm t(s)
1 0,74923 0,010 0,74970 0,027 0,74982 0,071

Bis. 2 0,73548 0,010 0,73526 0,023 0,73510 0,078
3 0,73470 0,011 0,73486 0,023 0,73490 0,067

4 0,73471 0,010 0,73487 0,024 0,73491 0,069

1 0,74923 0,004 0,74970 0,007 0,74982 0,016

Sec. 2 0,73548 0,004 0,73526 0,007 0,73510 0,016
3 0,73470 0,004 0,73486 0,007 0,73490 0,018

4 0,73471 0,004 0,73487 0,007 0,73491 0,016

1 0,74923 0,006 0,74970 0,023 0,74982 0,091

LE 2 0,73548 0,007 0,73526 0,021 0,73510 0,076
3 0,73470 0,007 0,73486 0,023 0,73490 0,081

4 0,73471 0,007 0,73487 0,021 0,73491 0,081

Fonte: Dados da pesquisa.

A principal informagao que podemos tirar deste problema teste, Tabela [2, é a discrepancia

dos resultados da Proposta 1, essa caracteristica se repete nos demais problemas teste. Isso ocorre

porque ha uma descontinuidade nas interfaces devido a aproximagao da densidade de corrente,

conforme ja mencionado na formulagao do problema. Além disso, podemos perceber que os trés

métodos testados obtiveram pelo menos 5 digitos de concordancia, quando comparamos as mes-

mas propostas de aproximacgao das correntes. Entretanto, o método da secante demanda menos
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tempo computacional. Ademais, os resultados obtidos concordam em até 3 digitos significativos
com o trabalho apresentado por Silva, Martinez e Gongalves (2012), que utilizam o método das
diferencas finitas, porém eles nao apresentam maiores detalhes como, por exemplo, tamanho da

malha utilizada.

3.2 Problema Teste 2

Este segundo problema teste foi proposto por Thomé, Carvalho e Alvim (1997), no qual
consideramos um meio heterogéneo com trés tipos de materiais dispostos em uma placa de 105¢m,
com cinco regides. As condicbes de contorno impostas sdo do tipo fluxos nulos em ambos os

contornos,

dg(x) =0, bqg(z) =0. (40)

=0 =105

Os critérios de parada que utilizamos sdoe; = 107'° e ¢ = 1078. Na Tabela apresentamos

0s parametros nucleares para os trés tipos de materiais.

Tabela 3 — Parametros nucleares para o Problema Teste 2.
Material g Dy (cm) gy (em™) 14Zs5 (em™1) Zgg0 (em™1) x4

1 11,6562 0,02299 0,005607 0,01391 1,0
1 2 04749 0,07637 0,116780 0,00000 0,0
2 11,6617 0,02293 0,006182 0,01363 1,0
2 2 04740 0,08547 0,135300 0,00000 0,0
3 10,6702 0,09213 0,000000 0,09084 1,0
3 2 0,1509 0,02072 0,000000 0,00000 0,0

Fonte: Adaptado de Thomé, Carvalho e Alvim (1997, p. 959).

Na Tabela [4] apresentamos os resultados encontrados para o K, utilizando diferentes Az e
seus respectivos tempos de execugao, na coluna subsequente. As estimativas iniciais do método
da bisseccédo sdo K!1=1,2 e K2=0,95 e o autovalor K apresentado por Thomé, Carvalho e Alvim
(1997) é 1,1051.
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Tabela 4 — Resultados para o autovalor dominante K para o Problema Teste 2.
Metodo Proposta Ax =1lecm t(s) Az =0,5cm t(s) Axz=0,25cm t(s)

1 1,07135 0,024 1,07184 0,075 1,07197 0,480

Bis. 2 1,10364 0,025 1,10398 0,076 1,10406 0,589
3 1,10312 0,023 1,10383 0,075 1,10402 0,469

4 1,10398 0,023 1,10429 0,073 1,10425 0,445

1 1,07135 0,015 1,07184 0,024 1,07197 0,072

Sec. 2 1,10364 0,011 1,10398 0,028 1,10406 0,073
3 1,10312 0,010 1,10383 0,021 1,10402 0,071

4 1,10398 0,009 1,10429 0,028 1,10425 0,070

1 1,07135 0,027 1,07184 0,088 1,07197 0,272

LE 2 1,10364 0,044 1,10398 0,154 1,10406 0,413

3 1,10312 0,025 1,10383 0,093 1,10402 0,270

4 1,10398 0,025 1,10429 0,089 1,10425 0,278

Fonte: Dados da pesquisa.

Além da discordancia dos resultados da Proposta 1, na Tabela [4, podemos notar que a
Proposta 2 demanda um maior custo computacional em comparagao com as demais propostas.
Além disso, podemos perceber novamente que os trés métodos propostos obtiveram os mesmos 6
primeiros digitos e que o método da secante demanda menos tempo computacional. Ademais, os
resultados obtidos nas Propostas 2, 3 e 4 concordam em até 3 digitos significativos com o trabalho

apresentado por Thomé, Carvalho e Alvim (1997).

3.3 Problema Teste 3

Este é um problema classico na literatura e € nomeado Benchmark BSS-6 (POLLARD, 1977).
Consideramos um meio heterogéneo, com dois tipos de materiais, dispostos em trés regioes, em
uma placa de 240c¢m, na qual as regides das extremidades sao de mesmo material (material 1 da
Tabela[5). As condigdes de contorno impostas para esse problema sdo de fluxos nulos em ambos

0s contornos,

¢g(x) =0, bqg(z) =0. (41)
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Os critérios de parada que utilizamos s&o ¢; = 10~% e ¢; = 10-5. Na Tabela[5 apresentamos

os parametros nucleares para os dois tipos de materiais.

Tabela 5 — Parametros nucleares para o Problema Teste 3.
Material g D, (cm) gy (ecm™!) v,3f, (em™1) g2 (em™1) x4

1 1 1,5 0,026 0,010 0,015 1,0
1 2 0,5 0,180 0,200 0,000 0,0
2 1 1,0 0,020 0,005 0,010 1,0
2 2 0,5 0,080 0,099 0,000 0,0

Fonte: Adaptado de Pollard (1977, p. 7).

Na Tabela [6] apresentamos os resultados encontrados para o autovalor dominante K, utili-
zando diferentes Az e seus tempos de execugao, na coluna subsequente. As estimativas iniciais do
método da bisseccdo sdo K!!=1,1 e K12=0,901 e o autovalor dominante K apresentado por Pollard
(1977) é 0,90156.

Tabela 6 — Resultados para o autovalor dominante K para o Problema Teste 3.
Método Proposta Ax =1lcm t(s) Az =0,5cm t(s) Ax=0,25cm t(s)

1 - - - - - -

Bis. 2 0,901642 0,071 0,901608 0,272 0,901599 1,799
3 0,901632 0,072 0,901606 0,271 0,901599 1,837
4 0,901610 0,078 0,901594 0,264 0,901593 1,811
1 0,892037 0,078 0,891973 0,275 0,891956 1,888

Sec. 2 0,901642 0,075 0,901608 0,268 0,901599 2,007
3 0,901632 0,076 0,901606 0,287 0,901599 2,120
4 0,901610 0,076 0,901594 0,286 0,901593 2,099
1 0,892038 0,310 0,891973 1,119 0,891956 4,455

LE 2" 0,901642 2,584 0,901608 7,995 0,901599 21,069

0,901632 0,276 0,901606 0,978 0,901599 3,769
0,901610 0,277 0,901595 0,977 0,901593 3,776

Fonte: Dados da pesquisa.

Na Tabela[6} a linha referente ao método da bissecgdo e Proposta 1 ndo apresenta resulta-
dos, pois as estimativas iniciais para este problema nao intercalam nenhum autovalor. Essa situagao
ocorre pois a Proposta 1 diverge das demais propostas, como podemos ver nos resultados dos de-

mais métodos. Além disso, queremos observar que o sinal, *, na Proposta 2 do método iterativo de
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fonte, simboliza a necessidade de reduzir ¢; para 10~°, a fim de que este codigo convirja em até
2000 iteragdes. Esse fato sugere uma desvantagem, principalmente quando queremos os valores
precisos dos fluxos. Outra informagao importante a ser destacada é que o método da bisseccao foi
mais rapido do que o método da secante, pois a estimativa inicial K=0,901, do método da bissecgao,
foi muito proximo do autovalor dominante. Essa situagao ocorreu, pois o0 segundo maior autovalor
(K=0,900196) é muito préximo do autovalor dominante, assim, se tivéssemos adotado um intervalo
maior para as estimativas iniciais, 0 método poderia convergir para outro autovalor ou nao atenderia
a hipotese, f (KU) - f (K@) < 0. Por esses motivos, algumas dificuldades podem ser encontradas

ao aplicar o método para problemas de autovalor dominante.

Ainda na Tabela[6} podemos observar que os trés métodos obtiveram, pelo menos, 5 digitos
de concordancia, quando comparadas as mesmas propostas de aproximagao das densidades de
corrente. Ademais, os resultados obtidos nas Propostas 2, 3 e 4 concordam em até 4 digitos com a

referéncia adotada, o que sugere uma boa concordancia para calculos globais em fisica de reatores.

Além do autovalor dominante K, neste problema teste de referéncia, queremos também
comparar os resultados das fracoes de poténcia e dos fluxos escalares de néutrons. As fragdes
de poténcia, ou seja, os percentuais de poténcia gerados pelas trés regides materiais do problema,
apresentadas por Pollard (1977) sédo 0,2790, para a primeira e a terceira regiao, e 0,4421, para a
segunda regido. Na Tabela[7] apresentamos as fragdes de poténcia encontradas pelas metodologias

propostas neste trabalho, quando utilizamos Ax = 0,25¢m, € o erro relativo percentual.

Tabela 7 — Resultados para as fragoes de poténcia por regiao.
Proposta 1 Proposta 2 Proposta 3

Método Regiao Proposta 4

1 - 0,27267 (2,27%) 0,27886 (0,05%) 0,27882 (0,06%)
Bis. p) - 0,44228 (0,04%) 0,44229 (0,04%) 0,44236 (0,06%)
3 - 0,28505 (2,17%) 0,27886 (0,05%) 0,27882 (0,06%)

1 0,26731 (4,19%) 0,27267 (2,27%) 0,27886 (0,05%) 0,27882 (0,06%)

Sec. 2 0,46538 (527%) 0,44228 (0,04%) 0,44229 (0,04%) 0,44236 (0,06%)
3 0,26731(4,19%) 0,28505 (2,17%) 0,27886 (0,05%) 0,27882 (0,06%)

1 0,26731 (4,19%) 0,27439 (1,65%) 0,27885 (0,05%) 0,27882 (0,06%)

LF. 0,46539 (5,27%) 0,44228 (0,04%) 0,44230 (0,05%) 0,44237 (0,06%)
0,26731 (4,19%) 0,28333 (1,55%) 0,27885 (0,05%) 0,27882 (0,06%)

Fonte: Dados da pesquisa.
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O primeiro aspecto que queremos destacar dos resultados presentes, na Tabela |7, é a nao
simetria das fracoes de poténcia obtidos pela Proposta 2. Como o problema € simétrico, os fluxos
escalares também devem ser, assim como as poténcias. Esse fato indica uma certa deficiéncia da
Proposta 2, na aproximagao das densidades de correntes. Além disso, podemos observar que 0s
resultados das Propostas 3 e 4 possuem boa concordancia entre si e com a referéncia adotada. Na
Figura[2} apresentamos os gréaficos dos fluxos escalares de néutrons, as linhas de maior amplitude
sao do grupo 1 (rapido) e as de menor amplitude sao do grupo 2 (térmico). O grafico (a) apresenta os
fluxos das 4 propostas para o método da secante e o grafico (b) apresenta os fluxos das 4 propostas

para os métodos da secante e iterativo de fonte.

Figura 2 — Fluxos escalares de néutrons rapido e térmico.

Proposta 1
Proposta 2
Proposta 3
— = - Proposta 4

Bis. Proposta 3
Bis. Proposta 4
Sec. Proposta 3
Sec. Proposta 4

I.F. Proposta 3
I.F. Proposta 4

0.1 . ~— 0.1
/’”\m/’ .,
0 ——e 0 ————————
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 220 240 0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 220 240
x(cm) x(cm)
Gréfico (a) Grafico (b)

Fonte: Elaboragao dos autores.

No gréfico (a) da Figura [2] podemos observar a discrepancia entre os fluxos das Propostas
1 e 2 em relacdo as Propostas 3 e 4. Essa observacao confirma o que ja haviamos constatado
nos resultados apresentados anteriormente. Além disso, nos dois graficos, podemos perceber que
os fluxos das Propostas 3 e 4 sdao muito préximos, tanto que em ambas as figuras a diferenca
€ impercetivel. Por fim, essa pequena diferenca entre os fluxos das Propostas 3 e 4 pode ser
observada na Tabela [8] onde apresentamos o maximo valor absoluto das componentes do vetor

diferenga entre os fluxos escalares médios dos diferentes métodos e propostas.
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Tabela 8 — Comparacgao entre fluxos escalares de néutrons.

maz (|Psec.Propa — PBis.Propa|) = 1,5 x 1078 | maz (|Psec.Prop.s — PBis.prop.3|) = 8,6 x 1079
max (‘(i)Sec.PropA — (i)I.F.PropAD =24%x107° | max (|<I>Sec.pmp.3 — i)I.F.Pmp.gD —92.4x1077
maz (|® pis.propa — ®r.r.propal) = 2,4 x 1075 | maz (| pis.prop.s — ®r.r.prop3|) = 2,4 x 107°
maz (|Psec.Propa — Psec.Props|) = 2,3 x 107* | maz (| is.Propa — PBis.Prop.3|) = 2,3 x 1074
max (‘(i)l.F.Prop.zl — 1. props|) =2,3x 107*

Fonte: Dados da pesquisa.

4 Conclusoes

A teoria da difusao de néutrons é amplamente utilizada na analise global de reatores nu-
cleares modernos e, assim, estudos continuos sao necessarios para buscar aprimoramentos nas
atuais metodologias de solucdo. Neste trabalho, um dos objetivos foi analisar diferentes propostas
da aproximacao das densidade de corrente, principalmente para as interfaces dos nés, que definem
uma malha computacional do dominio, uma vez que estes pontos sao muito sensiveis em virtude
da descontinuidade na composigao material. Apos os diversos testes avaliados, observamos que as
Propostas 3 e 4 apresentaram um melhor desempenho, tanto na precisdo como no tempo computa-

cional.

Outro objetivo deste trabalho foi analisar diferentes métodos em calculos de criticalidade
(autovalor dominante) em reatores nucleares. Apos os testes realizados, concluimos que o método
da secante se mostrou mais eficiente do que os demais métodos propostos. Além disso, a estratégia
de escolher estimativas iniciais um pouco maiores do que 1, para 0 método da secante, mostrou-se
satisfatoria, por convergir para o autovalor dominante. Para trabalhos futuros, pretendemos expandir

este estudo comparativo para problemas multidimensionais.
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