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Resumo

A dindmica topoldgica induzida por inversdes geométricas no plano com-
plexo ja foi abordada e os resultados foram apresentados por Vieira et al.
(2017). Posteriormente, foi verificado que, para uma colegao com trés in-
versoes, 0 espaco de parametros das medidas de Markov com suporte
no atrator do sistema é um subconjunto aberto de R? folheado por su-
perficies de nivel compactas definidas pela entropia métrica: superficies
isentrépicas (VIEIRA et al., 2018). O objetivo deste artigo é usar a Teoria
de Morse para descrever a geometria global dessas superficies. Como
fungdes dos niveis, provamos que a area e o diametro tendem a zero e
gue a curvatura Gaussiana ¢ ilimitada, quando os niveis se aproximam do
nivel critico (entropia maxima). Em particular, demonstramos que existe
um intervalo aberto maximal de niveis para os quais as superficies sao
ovaloides.
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Abstract

The topological dynamics induced by geometric inversions in the complex
plane has already been addressed and the results were presented by Vi-
eira et al. (2017). Subsequently, it was proved that, for a set of three

Keywords inversions, the parameter space of the Markov measure supported by the
Global Geometry attractor of the system is an open subset in R? clad by compact level sur-
Gaussian Curvature faces defined by metric entropy: isentropic surfaces (VIEIRA et al., 2018).
Parameter Space The purpose of this article is to use Morse Theory to describe the global

Morse Theory geometry of those surfaces. As functions of the levels, we proved that

the area and diameter tend to zero and that the Gaussian curvature is un-
bounded, when the levels approach the critical level (maximum entropy).
In particular, we demonstrated that there is a maximal open range of levels
for which the surfaces are ovaloid.

1 Introducao

Considere trés discos fechados D;, D> € D3 no plano complexo, dois a dois disjuntos. A
fronteira geométrica (circulo) de D; sera denotada por I';. A geométrica em I'; é a funcéo definida
por

2

r
I:(2) = 2z
](Z) Z]_Fgfzij’

onde r > 0 é o raio e z; & o centro do disco D;.

Com a métrica induzida do plano complexo, X = D; U Dy U D3 € um espaco compacto e
completo, no qual as inversoes I, I> e I3 induzem um sistema dinamico natural da seguinte forma:
uma Orbita em X é uma sequéncia (z,) € X, com z; € X e tal que zj11 = I;i(x;) para algum
i € {1,2,3} e i # j. Esta condicdo € necessaria para garantir que z,, € X paratodon € N. A
motivacao principal para esta definicao de orbita é a notagao de pareamento de circulos introduzida

por Mumford, Series e Wright (2002).

O espago compacto de todas as drbitas em X, utilizando a métrica produto relativa de X¥,
sera aqui denotado por ©. No entanto, observando-se que uma sequéncia constante em X néo

corresponde a uma orbita, concluimos que O(X) é um subespago préprio de X V.

Além disso, para descrever o conjunto limite das oOrbitas, podemos associar um itinerario a
cada orbita (z,,), uma vez que z; € D,,;, com s; € {1,2,3}, para todo j > 1, ou seja, (s,) € {1,2,3}"
€ o itinerério de (z,,), por definicdo. O conjunto limite de uma érbita (x,,) € o conjunto de todos os
pontos de acumulacao dessa sequéncia em X. Neste caso, érbitas com o mesmo itinerario possuem

o mesmo conjunto limite (VIEIRA et al., 2018).

REMAT, Bento Gongalves, RS, Brasil, v. 7, n. 1, p. e3007, 12 de margo de 2021.



Ovaldides em espaco de parametros 3

Essa restricao nos itinerarios impde uma relacdo de equivaléncia no espaco das orbitas.
Denotaremos por O o espaco quociente associado, com a correspondente topologia quociente. Note
que O também é compacto. O representante de (xn) em O sera denotado por [z,]. A aplicagao f
definida por f([z,]) = [2n+1] € continua e induz naturalmente uma dinamica em O. De acordo com
Vieira et al. (2017), f admite uma Unica medida boreliana p com entropia métrica maximal com

suporte em O, e que

hu(f) = log2.

Em geral (veja Vieira et al. (2018)), para cada v = (a,b,c) € Q existe uma Unica medida de
probabilidade boreliana 1, invariante por f com suporte em O, onde Q é o interior do cubo unitario
[0,1]> C R3. A reciproca também é verdadeira e, necessariamente, y, € ergddica e misturadora.

Usaremos a notagao
hy(v) := hy, (f)

para indicar a entropia métrica de f em relacdao a medida p,, como funcao do parametro v. Sejam
gz y,2) =yl —xz—2)+zz+2 e (t)=tlog(t)
parat > 0e ¢(0) := 0. Foi demonstrado em Vieira et al. (2018, p. 180) que, para todo (a, b, c) € Q,

—g(a,b,c)hs(a,b,c) = (b—bec+c)lp(a)+¢(l—a)]+
+ (1—c+ac)pd) + e —-0)]+ (1)

+ (1 =ab)p(c) + (1 —c)].

Em particular, (a,b,c) — h¢(a,b,c) é infinitamente diferenciavel em Q e sua imagem € o
intervalo semiaberto (0, log 2]. Além disso, a equagao h¢(a, b, ¢) = log 2 admite uma Gnica solugao, a
saber (a,b,c) = (;, %, ;) (VIEIRA et al., 2017). Como g(z,y, z) > 2 para quaisquer z,y, z € [0, 1],
a fungdo (z,y, z) — hy(z,y, z) estende-se continuamente ao bordo de Q. Essa extensdo também

sera denotada por hy. Para cada A € (0,log 2), seja

Sx = {(a,b,c) € Q| hy(a,b,c) = A}.
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Figura 1 — Superficie Sy, para A = 0,42.

Fonte: Elaboragao dos autores (2020).

Para simplificar a notagao, usaremos o simbolo ® para indicar o numero de ouro (MAR-

KOWSKY, 1992), isto &,
o= +2\/5.

O resultado principal deste artigo esta resumido no Teorema a seguir.

Teorema 1.1. Para cada X € (0,log2), S\ € uma superficie regular compacta. Além disso, log ® € o

menor numero real positivo para o qual S\ é um ovaldide, sempre que A € (log ®,log2).

Um ovaldide é uma superficie compacta e conexa em R? com curvatura Gaussiana positiva
em todos os pontos (DO CARMO, 2010, p. 388). Como os pontos em S, correspondem a medidas
invariantes com a mesma entropia métrica, dizemos que S, € uma superficie isentropica (Figura 1).
Uma consequéncia imediata do Teorema 1.1 é que a curvatura desses oval6ides como fungao do

nivel é ilimitada.

Corolario 1.2. A curvatura Gaussiana K (S)) € ilimitada quando A — log 2.

O restante do artigo esta organizado da seguinte forma: na Segao 2, apresentamos as su-
perficies isentrépicas e determinamos o intervalo dos niveis para os quais cada superficie esta intei-
ramente contida em Q; ja nas Secoes 3 e 4, introduzimos as fungdes admissiveis e de Morse, e os
resultados essenciais desta teoria para a classificacao das superficies isentrdpicas; na Secgao 5, de-

senvolvemos resultados preliminares e provamos o Teorema principal, classificando as superficies

REMAT, Bento Gongalves, RS, Brasil, v. 7, n. 1, p. e3007, 12 de margo de 2021.
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isentropicas contidas no cubo Q; finalmente, conclusdes e novas diregoes para a pesquisa sao dis-

cutidas na Secéo 6.

2 Superficies isentropicas

A fungéo hy, definida por (1), é infinitamente diferenciavel e possui um Unico ponto critico

2'22
Hessiana de h¢ no ponto critico é

111 4
H o) =" 1 2
5%y (2’2’2) 310 > @

onde Idz € a matriz identidade de ordem 3. Assim, pelo Teorema da Fungao Implicita, sempre que A

111 L
( ) com valor critico igual a log2. Em VIEIRA et al.(2018), os autores demonstraram que a

for um valor regular para i, a superficie implicita S\ é regular e compacta. Em resumo:

Lema 2.1. Para cada \ € (0,log2), a superficie S, é compacta.

Como hy também esté definida na fronteira de Q, algumas superficies S tém interse¢éo com

as faces do cubo Q. Para analisar este contexto, note que
log(®) ~ 0, 481. (3)

Proposicao 2.2. A superficie S, esta contida em Q se, e somente se, A € (log ®,log2).

Para simplificar a notagao, vamos considerar as faces do cubo Q enumeradas de acordo com
a Figura 2. O sistema de coordenadas esta orientado de forma que as faces 4, 5 e 6 estao contidas

nos planos z = 0, y = 0 e x = 0, respectivamente, e sua intersegao é a origem do sistema.

Vamos indicar por H; a restricdo da fungéo h a face j do cubo Q. Em particular, a interse¢éo
entre a face 4 e a superficie Sy é dada pela equagéo h¢(x,y,0) = A, ou seja, A € um nivel para a

funcao
ylp(z) + (1 —2)) + ¢(y) + (1 —y)

H4($,y):hf($,y,0): I'y_y_2

(4)
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Figura 2 — Enumeragao das faces do cubo Q.

Fonte: Elaboragao dos autores (2020).

Nosso objetivo € encontrar um valor para A, caso exista, de modo que a equacao Hy(x,y) = A
tenha uma uUnica solugédo e, a0 mesmo tempo, que essa equacao nao tenha solucao para valores
maiores de \. Uma estratégia para resolver esse problema é estudar H, em relagdo a maximos e

minimos no quadrado [0, 1]2.

Primeiro, vamos analisar a fungdo H, na fronteira do quadrado [0, 1]?, em relagao a valores

extremos. Usando Calculo em uma variavel, pode-se verificar que, para todo y € [0, 1],
0 = Hy(0,0) = H4(0,1) < Hy(0,y) < Hy(0,y+) = 0,28,

onde y. ~ 0,43 é a Unica raiz da equagao (1 — y)3 = y2 no intervalo [0, 1]. E da mesma forma, para

todo y € [0, 1],

1 log 2
0= H4(170) = H4(17 1) < H4(17y) < -H4(]-7 5) = O§ ~ 0, 35.

Por outro lado, para todo = € [0, 1], Hy(z,0) =0 e

_ log2

1
0= H4<07 1) = H4(17 1) < H4(fl?, 1) < H4(§7 1) ~ 0735

Suponha agora que (z,y) € um extremo relativo de H, no interior do quadrado [0, 1]2. Entao

dH, _ —yl(2+y)log(x) — 2log(1 — x) + ylog(y) + (1 —y)log(l —y)] _
Oz (z,y) = y(z—1)—2° =0 (5)
e
O0Hy o) = —2zlog(z) —2(1 — x)log(l —z) + (3 — x)log(l — y) — 2log(y) _
oy Y ylo—1) = 2P - ®

Proposicédo 2.3. Seja (z,y) um ponto critico de H, no interior do quadrado [0,1]?. Entdo, x = y Se,

e somente se, x = ® — 1. Em patrticular, (® — 1, — 1) € um ponto critico de Hy.

REMAT, Bento Gongalves, RS, Brasil, v. 7, n. 1, p. €3007, 12 de margo de 2021.
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Demonstragdo. Seja (x,y) um ponto critico de H4 no interior do quadrado [0, 1]?> e suponha que
x =y. De (5) e (6) temos que
W(ZL‘,ZL‘):7(113,1’):0@1}2-1—1‘—1:0@%':(1)—1.

Reciprocamente, assuma que = = ® — 1. Entao, a condicao %(w, y) = 0 é equivalente a

(1—2) 22 +2(1 - y)' vy = 1. (7)
Por outro lado, a hipotese z = ® — 1 implica que 1 — 2 = z2. Substituindo em (7), segue que
¥72(1 — y)17¥y¥ = 1 e, portanto,

Para determinar o valor de y, note que a funcéo

(1 —1t)log(1—t)+tlog(t)
2—1t

t—

admite extensao continua ao intervalo [0, 1] e € continuamente derivavel em (0, 1). Assim, pode-se
verificar que ¢ = x € o Unico ponto critico em (0, 1), 0 que corresponde a um ponto de minimo global

no intervalo [0, 1]. Além disso, o valor minimo global é dado por

(1 —z)log(l — ) + xlog(x) _ (1 — ) log(z?) + xlog(z) = log(x).
2—x 2-x

Portanto, como o ponto de minimo global é Unico, concluimos que y = . O
Corolario 2.4. A fungdo H4 assume valor maximo relativo no ponto (® — 1,® — 1), igual alog ®.

Demonstracdo. Com um calculo direto, segue de (5) que

0%H, )= —(z—2)%(z+1) — 22%(x — 1) log(1 — ) + 422(x — 1) log(z)
oa2 (1) (o= 2 - )+ P ’

paratodo = € (0,1). Paraz = ® — 1 temos que 1 — = = z? e, portanto,

0?Hy  —(z—2*(z+1)
22 O = G- 1)

ou seja,

2H 5+5
Q(@-mb—l):— V5
Ox? 10

Por outro lado, o determinante da matriz Hessiana de H, em um ponto (z, y) no interior do quadrado

< 0.

[0, 1]% é dado por:

0°Hy, 0*Hy (82H4>2

det(Hessp,) = o0x2  Oy? 0xdy

REMAT, Bento Gongalves, RS, Brasil, v. 7, n. 1, p. €3007, 12 de margo de 2021.
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Calculando-se as derivadas parciais de segunda ordem de H, diretamente de (5) e (6), para todo

z € (0,1), temos

det(Hessp,)(z,xz) = [(:E — 23z +1)? + z(z — 1)%(2 4 3z + 42?) log?(1 — z) —
— dx(=24 5z — 523 + 22%) log(x) + 4z(z — 1)%(2 + 3z + 422) log?(z) —
~ 2zlog(l — ) (2 ~ 5a 4 53 — 22t 1+ 2(x — 1)2(2 + 3z + 4a?) log(ac)ﬂ/

[z(z — 1)*(z + 1)z — 2)°].

Em particular, para x = ¢ — 1, temos

114 5v5
det(Hessp,) = J > 0.

10
Pelo critério das derivadas parciais de segunda ordem para extremos de fungdes de duas variaveis

(APOSTOL, 1981, Teorema 9.7), (& — 1,® — 1) é um ponto de maximo local de H,. E ainda,

Hy(z,z) = (1+ x)(xﬁ(f);—_g(l —2)) = —logx = log ®.

O]

De fato, vamos provar a seguir que nao existe outro ponto critico de H, no interior do qua-
drado [0, 1]?, de onde concluiremos, em particular, que este ponto critico € ponto de maximo global
de H,.

Proposicdo 2.5. A fungdo H, possui um Unico ponto critico no interior do quadrado [0, 1]2.

Demonstragdo. Suponha que (z,y) € um ponto critico de H, no interior do quadrado [0, 1]?. Ent&o,

z,y € (0,1) e VH(x,y) = (0,0), isto &,

(2 +y)log(x) — 2log(1l — z) +ylog(y) + (1 —y)log(1 —y) =0 (9)

—2zlog(x) —2(1 — z)log(1l — x) — 2log(y) + (3 — =) log(1 —y) = 0. (10)

Pelo Teorema da Funcao Implicita (RUDIN, 1976, p. 223), a equacado (9) define uma fungéo con-
tinuamente derivavel © = ¢;(y) implicitamente em (0, 1), com extensao continua ao intervalo [0, 1].

Neste caso, .
z(1 - z)log(—*)
2+y(l—x)
paray € (0,1). Neste intervalo, o Unico ponto critico (z,y) da funcédo ¢, satisfazarelagdo 1 —y = xy

Ay) =

que, substituindo-se em (9) obtém-se y = ® — 1 e portanto, x = ® — 1. Vamos provar que esta

REMAT, Bento Gongalves, RS, Brasil, v. 7, n. 1, p. €3007, 12 de margo de 2021.
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fungao € crescente no intervalo [0, ® — 1] e decrescente em [® — 1, 1]. De fato, como ® — 1 é o Unico
ponto critico no intervalo (0, 1), a fungao ¢; ndo muda de sinal em cada um dos intervalos indicados
acima. Assim, é suficiente encontrar o sinal da derivada em um ponto interior de cada intervalo.
Em particular, substituindo-se y = % na equagao (9), obtemos a equacéo polinomial z° = 4(1 — z)*.

Como

2° —4(1 —2)* = (2* + = — 1) (2 — 52% 4 222 — 51)
e z3 — 522 + 22z — 51 n&o possui raiz real no intervalo [0, 1], concluimos que
1
x:cl(5)2¢—1.
Logo, para y = 1, temos que

1—y
xy

=0>1

e portanto, ¢, (1) > 0. Da mesma forma, substituindo-se y = 2 na equacgao (9) concluimos que
1\2 4
272 = 256(1 — )8,

Essa equacdo admite uma unica raiz real em [0, 1], mais precisamente, pelo Teorema do Valor In-

termediario (RUDIN, 1976, p. 93), no intervalo [£,2]. Com isso, paray = 2 e z € [2,2] temos
que

l-y
Y

<1

e, portanto, ¢, (2) < 0. Na Figura 3, é apresentada a curva 1, que é o grafico de c; .
1\7

Figura 3 — As curvas 1 e 2 sao, respectivamente, os gréaficos das equagoes (9) e (10).
1.0F ' ' ' ' A

0.8+

06l Curva 2
04¢}

0.2+
Curva 1

0.0 K . . . . E
00 02 04 06 08 1(

X

Fonte: Elaboracao dos autores (2020).
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Analogamente, a curva 2, indicada na Figura 3, € o grafico de uma fungao y = c2(x) continu-

amente derivavel, definida implicitamente pela equacao (10). Neste caso,

o)< Y=Y (21og(1 — ) — 2log(z) — log(1 — y))
’ 21 y(l—2) :

Assim, cy(z) = 0 se, e somente se,
2log(1 — x) — 2log(z) — log(1 —y) =0,

ou seja,
2¢ —1

y:

Substituindo-se na equagao (10), obtemos
2log(l — z) —log(z) —log(2z — 1) =0,

ou seja, x = ® — 1 e consequentemente, y = ® — 1. A seguir, vamos provar que c, é crescente no
intervalo [0, ® — 1] e decrescente, no intervalo [® — 1, 1]. Inicialmente, observamos que a derivada
desta fungdo nao muda de sinal em cada um destes intervalos. Assim, para xy = % ey =1y (%)

temos

2log(1 — ) — 2log(zp) — log(1 — yo) = —log(1 — yo) > 0,

e, portanto, ¢, (1) > 0. Por outro lado, para zo = 2 e yo = y (2) segue da equagéo (10) que
219(1 — yo)” = 3°%p.
Pelo Teorema do Valor Intermediario, concluimos que y, € [1, 2]. Logo,
2log(1 — zo) — 2log(zo) — log(1 — yo) = —log(12) —log(1 — yo) < —log(3) < 0.

A Ultima desigualdade implica que ¢, (%) < 0. Para concluir a demonstracao, € necessario verificar
que nao existe outro ponto critico de Hy4 no interior de [0, 1]2. Sejam a,b € (0,1) e suponha que (a, b)
€ ponto critico de H, com a # ® — 1, em particular, a = ¢;(b) € b = c3(a). A primeira condigao implica
que a € [3,® — 1], uma vez que ¢;(0) = 3. Segue-se ainda da Proposi¢éo 2.3, que a # b. Ento,
temos dois casos para considerar, sdo eles:

CASO |: Assuma que a < b. Entao
a<b=co(a) <maxco =P —1= ci(a) < c1(b) = c1(a) < a.

Por outro lado, verificamos numericamente que ¢/ (y) < —2 para todo y € [5,® — 1]. Em particular,

esta condicao implica que c;(a) > a, uma contradi¢ao.

REMAT, Bento Gongalves, RS, Brasil, v. 7, n. 1, p. €3007, 12 de margo de 2021.



Ovalodides em espago de parametros 11

CAso IlI: Suponha agora que a > b. Pode ocorrer b < 3 < a ou 3 < b < a. A primeira desigualdade
€ impossivel ja que teriamos
1
c2(b) < c2 (2) < ca(a) = b,
onde c; (1) ~ 0,612 é a Unica raiz da equagéo 16(1 — y)> = y* no intervalo [0, 1]. Quanto & segunda
desigualdade, teriamos

ca(b) < ca(a) = ca(b) < 0.

Analogamente, verificamos numericamente que ca(x) < —% para todo x € [%,cb — 1] e, portanto,

c2(b) > b, novamente uma contradi¢cdo. Assim concluimos a demonstragao. O

Em relagdo a restricdo de iy as outras faces do cubo Q temos, para quaisquer z,y € [0, 1],
Hy(w,y) = Hy(y, v),

H5(‘Tay) :H4(1—a:,y), S H3($7y) :H4(y,1—a:).

E ainda, Hg(z,y) = Ha(l —x,1—y) e Hi(x,y) = Hy(1 —y,1 —z). Estas identidades mostram que as
curvas de nivel das fungbes H; sdo iguais, a menos de translagdes da forma (z,y) — (z,y) + (a,b)
e reflexdo em torno da reta y = z, ou seja, a aplicacao (x,y) — (y,x) e, reflexdo em torno da origem

(z,y) — (—z,—y) (veja a Figura 4).

REMAT, Bento Gongalves, RS, Brasil, v. 7, n. 1, p. e3007, 12 de margo de 2021.
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Figura 4 — Curvas de nivel de cada fungdo H;.
H1

1.0

Fonte: Elaboragao dos autores (2020).

REMAT, Bento Gongalves, RS, Brasil, v. 7, n. 1, p. e3007, 12 de margo de 2021.
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Corolario 2.6. Para cada j = 1,...,6, a fungdo H; possui um unico ponto de maximo global no

interior do quadrado [0, 1]*. Além disso, para cada j, log ® é o valor méximo de H;.

3 Funcoes admissiveis

O conceito de fungbes admissiveis foi introduzido por Leighton (1966) no estudo de estabili-
dade de Liapunov para fungdes com um Unico ponto critico. Dizemos que uma fungao diferenciavel
F : R™ — R tem um ponto critico no infinito se existe uma sequéncia (x,) em R", com ||z,| — oo
quando n — oo, tal que ||VF(x,)|| — 0 quando n — oo. Em particular, se F' ndo possui ponto critico

no infinito entdo existem dois numeros reais r > 0 e e > 0 tais que || VF(z)|| > ¢ sempre que ||z| > r.

Definicao 3.1. Suponha que F é de classe C?> em R"™. A fungdo F é dita admissivel se F(0) = 0 e

F(z) > 0 proximo da origem.

E uma consequéncia imediata desta definicido que a origem é um ponto de minimo relativo

para qualquer funcdo admissivel.

Teorema 3.2 (LEIGHTON, 1966). Seja F' uma funcdo admissivel sem pontos criticos, finito ou infi-
nito, além da origem. Entao, F(z) > 0 para todo = € R"\{0}. O conjunto de nivel F(x) = ¢, onde ¢
€ qualquer valor positivo assumido por F, € uma variedade M fechada que limita uma regido aberta
D contendo a origem. Além disso, F(x) < ¢ em D e F(x) > c no exterior de M. Finalmente, se

0 < c1 < ¢, a variedade F(x) = ¢, esta inteiramente contida em D.

4 Funcoes de Morse

A principal técnica que usaremos para classificar as superficies isentropicas € a Teoria de
Morse. Seguindo Milnor (1973), apresentaremos alguns resultados fundamentais da teoria nesta
secdo. Seja M uma variedade de dimensao n e suponha que F : M — R é uma funcao de classe
C2. Um ponto critico de F é um ponto p € M para o qual a transformagéo linear DF, : T,M — TppR
€ nula. Esse ponto critico é dito ndo-degenerado se a Hessiana de F em p é uma forma bilinear

nao-degenerada, ou seja, para todo sistema de coordenadas local (z1,...,z,) em uma vizinhanga

( o : (p>>

é ndo-singular. A dimensao do subespago de 7, M no qual a Hessiana de F' em p é definida negativa,

de p, a matriz Hessiana

é chamada indice de Morse de F' em p, usualmente denotado por ind(F, p).
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Definicao 4.1. A fungdo F é chamada fungao de Morse se todos 0s seus pontos criticos sao nao-

degenerados.

Lema 4.2 (Lema de Morse). Sejam M C R™ um aberto e p, um ponto critico de uma fungcdo de
Morse F : M — R de classe C?. Entdo existem uma vizinhanga U de p, uma vizinhanga V. C R" da

origem e um difeomorfismo ) : U — V tais que ¢(p) =0 e

(Fow_l)(xlv"'vxn):F(p)_x%_x%_"'—$%+$12+1+"'+$,21,

para todo (z1,...,z,) € V, onde i = ind(F,p).

Para enunciar o Primeiro Teorema de Morse, também chamado Lema de deformacao, consi-

deremos o0s seguintes conjuntos:
My :={z € M;F(r)<a} € Mpyy:={r€ M;a<F(x)<b}.

Teorema 4.3. Seja F : M — R uma fungdo de classe C?. Suponha que o conjunto M, seja

compacto e que nao contenha pontos criticos de F. Entdo, M, e M, sdo difeomorfas.

5 Geometria global

Considere as translagées T} e T, definidas por

111

Tl(l‘):I—f-lOgQ e TQ(JI,y,Z):(.T,y,Z)+(§,§,§

),

para quaisquer x,y, z € R. Entdo, o conjunto Qy := 7, '(Q) € um cubo aberto de lado unitario com

centro na origem. Assim, podemos considerar a fungao
F(CE,y,Z) = (Tl_l © hf o TQ) (x,y,x)

para todo (z,y,z) € Qy. Logo, F é infinitamente diferenciavel e tem as seguintes propriedades:
possui um unico ponto critico na origem, F(0,0,0) = 0 e F(x,y,z) > 0 para (x,y,z) # (0,0,0) em

Q. Portanto, F' € uma funcao admissivel.

Dado X € (log®,log2), denotaremos por K a regido fechada de R? limitada por Sy. O

resultado a seguir € uma consequéncia do Teorema 3.2.

Lema 5.1. Para cada )\ € (log ®,log2), a superficie S, é fechada e conexa. O compacto K, contém
o0 ponto o critico de hy em seu interior. Além disso, hy(x) > X no interior de Ky e hy(x) < XA no
exterior de K. Finalmente, se 0 < \ < a < log2 entdo S, esta inteiramente contida no interior de
K.
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Proposicao 5.2. Para quaisquer o, 5 € (log ®,log 2), as superficies S, e Sz sdo difeomorfas.

Demonstraggo. Podemos supor sem perda de generalidade que oo < 5. Como S, N Sg = @ temos
que Kg C K,. Seja M := K, \int(Kg). Entdo, M é uma variedade fechada diferenciavel tridimensi-
onal e o intervalo [«, 5] = h¢(M) ndo contém o valor critico de hy. Como hy € uma fungdo de Morse
em M, o Teorema 4.3 garante que existe um difeomorfismo G : K3 — K. Portanto, a restricao G\Sﬂ

é um difeomorfismo entre Sz e S,,. O

A matriz hessiana de hy em (2) no ponto critico tem um Unico autovalor —@ com multi-
plicidade 3 e, portanto, o ponto critico de h; é ndo-degenerado e possui indice de Morse igual a 3.
Pelo Lema de Morse 4.2, existe uma vizinhanga U de (1, 3, 3) em Q, uma vizinhanga V' de (0,0,0)

em R3 e um sistema de coordenadas locais v : U — V tais que
(hf o wil)(xayv Z) = 10g<2) - 12 - y2 - 2’2,

para todo (z,y,z) € V. Seja r > 0 suficientemente pequeno para que a esfera £(r) com centro na
origem e raio r esteja contida em V. Denotaremos por B(r) a bola fechada cuja fronteira & £(r).

Seja a < log(2) tal que («,log2) C (hs o~ 1)(B(r)). Com isso,
(hyop ) (z,y,2) = a e 22 + 92 + 22 = log(2) — a,
e, portanto,
W(Sa) = & ( log(2) — a) .

Isto prova que S,, € difeomorfa a uma esfera de raio /log(2) — «a.

Proposicao 5.3. A superficie S, é difeomorfa a uma esfera. Aléem disso,

diam(Sy) = 0 quando o — log2.

Demonstragdo. Seja a < log 2 tal que S,, € difeomorfa a £(r). Pela Proposigao 5.2, S € difeomorfa
S. e, portanto, S é difeomorfa a £(r). Para finalizar a prova, falta verificar que diam(S,) — 0 quando
a — log 2. Para isto, vamos supor que a concluséo é falsa. Neste caso, existe uma sequéncia (a,,) no
intervalo (log ®,log 2), com «,, — log2 quando n — oo, € um namero real € > 0 tais que diam(S,,,) >
e para todo n. Como S,, € um compacto, existem a,, € b, em S, tais que diam(S,,) = |la, — by ||

para todo n > 1. Seja ng > 1 tal que a < o, < log(2) para todo n > ny. Entéao

2y/10g(2) = an 2 [[¢(an) = ¢ (bn)|| = llan = bn[|inf [ DY[| > einf || Dy]],
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para todo n > ng, onde o infimo de || D+|| € tomado sobre o conjunto v~*(B(«a)). Logo, inf || D3| = 0.
Lembrando que a aplicagdo Dy : U — L(R3) é continua, existe (z,yo0,20) € ¥~ 1(B(«a)) tal que

| D (0, yo, 20)|| = 0, € isto contradiz o fato de que ¢ € um difeomorfismo. O
Corolario 5.4. Quando « — log(2), a area de S,, tende a 0.

Demonstragdo. Suponha que a conclusao é falsa. Entdo existe uma sequéncia («,,) no intervalo

(log ®,log 2), com «,, — log 2 quando n — oo, € um numero real € > 0 tais que
area(Sy,, ) > €

para todo n. Seja r, := +/log(2) — a,,. Sem perda de generalidade, suponha que («,) € uma

sequéncia crescente. Entao existe ng > 1 tal que ¢(Sa,,,) = €(7x,). LOgo, para n > no,

Adnry, = area(E(ry)) = / dA = / dA = / |det (D)) |dA.
S(T‘n) ¢(San) San
Logo, para todo n > ny,

Ay, > (;nf \det(DW]) area(S,, ) > e}gnf |det(D)| > eSinf |det(D1)].

ang

Como r, — 0 quando n — oo, segue-se que

inf |det(Dy)| = 0

ang

e, portanto, existe (xo, yo, 20) € S,

QAng

tal que D (g, yo, z0) N@0 € inversivel, uma contradigao. O

Demonstracao do Corolario 1.2. Para A > log ®, S, € uma superficie compacta, conexa e orientavel,

homeomorfa a uma esfera, e pelo Teorema de Gauss-Bonnet (DO CARMO, 2010, p. 331) obtemos

KdA = 27x(Sy) = 4.

Sx
Assim,
4m < ‘/S/\ |K|dA < (nga;x|K\) - drea(S)).
Como area(S)) — 0 quando A — log(2), pelo Coroléario 5.4, segue-se que limy_jog2 | K| = c0. O

Demonstracao Teorema 1.1. Tendo em vista os Lemas 2.1 e 5.1, e as Proposicoes 2.2 e 5.3, é
suficiente provar que a curvatura Gaussiana € positiva em cada ponto de Sy, para A € (log @, log 2).
Inicialmente vamos provar que que S, nao tem pontos planares. Para tanto, seja « < log?2 tal que
¥(Se) = E(r), onde r = /log(2) — a. Denotaremos por N, e N, as aplicagées de Gauss de S, e
&(r), respectivamente. Entao,

N, = N, 01
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e, pela regra da Cadeia,

(DNao)p = (DNT)w(p) o (Dy)y

para todo p € S,. Denotando por K (p) a curvatura Gaussiana de S, em p, temos
1
K(p) = det(DNgy)p = det(DN;.)y(p) - det(Dv), = T—Qdet(D@ZJ)p.

Como (D), € um isomorfismo linear, segue-se que K (p) # 0. Em particular, a funcéo S, > p —
K (p) nao muda de sinal, ja que S, € conexa e K é continua. Por outro lado, como S, € compacta,
isso implica que existe ao menos um ponto com curvatura positiva (O’'NEILL, 2006, p. 277, DO
CARMO, 2010, p. 387), e assim provamos que K(p) > 0 para todo p € S,. Por fim, sabendo
que Sy e S, sao difeomorfas, usamos a mesma ideia para concluir que todos os pontos de S) sdo

elipticos. O

6 Consideracoes finais

Em nosso contexto, a estrutura ergddica associada ao espacgo de orbitas depende da me-
dida de Markov invariante que estamos considerando. Cada medida esta associada a um parametro
e vice-versa. Portanto, é fundamental descrever esse espago de parametros sob os aspectos to-
poldgico, geométrico, combinatdrio e mensuravel, por exemplo, para entender como essa estrutura

muda a dinamica mensuravel.

Neste sentido, o primeiro passo deste roteiro € classificar a geometria dos conjuntos de
nivel da funcao entropia métrica em relagao aos parametros. Considerando apenas trés inversoes
geométricas, verificamos que o espago de parametros associado as medidas de Markov é a regiao
interior do cubo unitario, folheado por superficies compactas. Mais importante, provamos que o in-
terior desse cubo possui um subconjunto aberto folhneado por ovaléides difeomorfos. Nossos resul-
tados indicam ainda que a estrutura geométrica qualitativa (linhas de curvatura, geodésicas, pontos
umbilicos, etc.) em quaisquer dois desses ovalbdides, € a mesma. Este é o primeiro passo para

descricao da geometria do espaco de parametros.

Cada ovaloide corresponde as medidas de Markov com mesma entropia. Assim, é possivel
agora descrever como a dinamica muda ao variarmos a medida de Markov ao longo de uma linha
principal de algum ovaldide, com entropia A escolhida entre log® e log2. Estudos preliminares
indicam uma distribuicado complexa de linhas principais nestas superficies com seis singularidades,

os pontos umbilicos.
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