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Resumo

As equacdes diferenciais sdo um dos conteudos aplicados em diversas
areas. Na Fisica, uma das aplicagdes € o péndulo simples, que tem
oscilagado independente da massa, quando esta é constante. No entanto,
quando a massa nao é constante, a variagdo de momento linear deve
ser reescrita. Neste trabalho, propde-se dois tipos de massa variavel,
como fungéo exponencial e em termos de poténcias da variavel tempo.
Nos casos de ganho de massa na variagdo exponencial, ha
amortecimento que é mostrado pelos graficos de suas solugdes. Quando
a massa € escrita em termos de poténcias, apds substituicdo de
variaveis, o problema fica modelado pela equagao de Bessel, que tem
ordem dependente da poténcia empregada na fungdo massa. Ao final,
foi verificada a participacdo da massa no amortecimento e os problemas
analisados se mostram como aplicagdes que enriquecem o campo de
estudo das equac0es diferenciais.

Keywords

Damping
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Abstract

Differential equations are one of the contents that are applied in several
areas. In Physics, one of the applications is the simple pendulum that
has oscillation independent of the mass, when it is constant. However,
when the mass is no-constant, the variation of linear momentum must be
rewritten. In this work, two types of variable mass are proposed, as an
exponential function and in terms of the time variable powers. In cases of
gain of mass in the exponential variation, there is damping that is shown
by the graphs of their solutions. When the mass is written in terms of
powers, after substitution of variables, the problem is modeled by the
Bessel Equation which has a dependent order of the power used in the
mass function. At the end, the participation of the mass in the damping
was verified and the analyzed problems are shown as applications that
enrich the differential equations study field.
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1. Introducao

A Matematica, assim como a Fisica, lida muitas vezes com objetos de grande interesse
pratico, cuja compreensdo permitiu ao homem chegar no patamar tecnolégico e social de hoje. A
solucdo de um problema fisico passa inicialmente pela observacdo do fendbmeno, seguida da
construgdo de hipoteses/experimentacdo e, inevitavelmente, pelo processo de modelamento
matematico, em que as equagdes contribuem significativamente para a compreensao do problema.

Modelos matematicos para problemas fisicos vém sendo desenvolvidos ha séculos e
existe uma grande quantidade deles, em que sao discutidos os casos de ndo homogeneidade,
seja em mecanica, eletricidade ou outra area da Fisica. Nesse sentido, o estudo do péndulo com
massa variavel dependente do tempo é um assunto que relaciona as equacdes diferenciais aos
modelos fisicos e matematicos para objetos que executam movimentos oscilatérios, os chamados
osciladores harmoénicos.

Os osciladores harménicos sado objetos fisicos descritos por modelos matematicos que
envolvem equacdes diferenciais e podem ser simples, amortecidos ou forgados. O primeiro caso
tem muitas aplicagcbes praticas e possui a descricdo matematica mais simples. Segundo Thornton
e Marion (2014), o Oscilador Harmdnico Simples (OHS) tem equagido de movimento obtida a partir
da lei de Hooke. Esta equacdo é diferencial linear e homogénea de segunda ordem com
coeficientes constantes, em que a derivada de primeira ordem ndo esta presente. O movimento
descrito por um Oscilador Harmonico Simples € denominado de Movimento Harménico Simples
(MHS).

O amortecimento ocorre devido a atuacao de forgas dissipativas, como afirmado por Silva
e Helayél Neto (2016). Casos em que a forga dissipativa € proporcional a velocidade sdo comuns
em situa¢des que envolvem corpos movendo-se em fluidos e um exemplo tipico € o de uma gota
de agua deslocando-se no ar. O caso forgado envolve situagdes em que uma forga externa atua
fornecendo energia ao oscilador.

Fenbmenos oscilatérios sdo encontrados em todas as areas da Fisica, além disso, existe
uma diversidade de outros sistemas cujo comportamento matematico € oscilatério. Na Biologia, o
estudo das oscilacbes é empregado para descrever a interagdo entre bactérias e um virus
bacteriéfago (LENSKI, 1988); na Biofisica, usa-se um modelo oscilatério para se descrever a
poténcia mecanica envolvida na locomogao humana (ROMEO, 2009); na Economia, modelos
oscilatérios sdo usados como inspiragdo para reinterpretar a teoria do crescimento econémico
(SALAMANGA, 2013); na Cosmologia, sdo usados para descrever o comportamento ao longo do
tempo, do inflaton, um campo escalar que modula a aceleragao e a desaceleracdo do universo
(LINDE, 2000). Destaca-se ainda uma importante aplicagao dos osciladores harmdnicos que se

da na exposigao de figuras de Lissajous, que pode ser feita com péndulos de massa variavel.
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Na Fisica, sdo exemplos de sistemas oscilatérios: o péndulo simples, que foi o instrumento
usado na fabricagcdo dos primeiros reldgios, diapasdes, que sao objetos usados na afinacdo de
instrumentos musicais, a corrente elétrica, etc.

Problemas que envolvem o estudo de sistemas oscilatérios com massa variavel tém sido
abordados por outros autores ao longo da ultima década, por exemplo: (i) um estudo envolvendo
o oscilador harménico com massa variavel e a segunda lei de Newton é abordado por Correa et al.
(2011), onde tem-se a discussdao de um modelo tedrico/matematico de um sistema especifico
envolvendo um garrafa com fluido vazando o qual é confrontado com os resultados experimentais
obtidos pelo autores; (ii) ja Aguiar e Guedes (2013) se valem do formalismo hamiltoniano para
discutir um modelo matematico para osciladores harménicos amortecidos dependentes do tempo,
os chamados osciladores de Lane-Emden e (iii) os autores Nascimento e Guedes (2014) tratam
de osciladores classicos com massa dependente da posicdo (OMDP) realizando uma
correspondéncia entre eles e o oscilador com massa constante (OMC) através do método de
fatoracdo do hamiltoniano.

Dando continuidade ao tratamento de osciladores com massa variavel que também foi
trabalhado por outros autores, busca-se, neste texto, uma abordagem do péndulo com massa
variavel no tempo com dependéncia exponencial e polinomial. Enquanto os textos citados acima
trabalham com uma abordagem com aparato experimental ou formalismo hamiltoniano, nesta
pesquisa, os problemas sao modelados e resolvidos por técnicas de resolucdo de equacodes

diferenciais em que se destaca a modelagem pela equacao de Bessel.

2. Referencial teédrico

A seguir, sdo apresentados os elementos que compdem o referencial tedrico do presente

estudo.

2.1. Equacgdes diferenciais

Muitos dos problemas séo vistos com suas grandezas variando de acordo com o tempo ou
outra variavel independente, ou seja, esses problemas levam em consideragdo a taxa com que
alguns fatores variam. Dessa maneira, equacoes diferenciais levam a compreensao e a analise de
muitos fendmenos que sdo modelados por relagdes que envolvem taxas de variagao.

Para Boyce e Diprima (2006), uma equacao diferencial pode ser definida como uma
expressdo matematica que envolve as derivadas de uma ou mais variaveis dependentes em
relacdo a uma ou mais variaveis independentes. Sua solugdo € uma funcdo que quando
substituida, satisfaz a igualdade.

Segundo Cengel e Palm Ill (2014), equacdes diferenciais sdo usadas para investigar uma

grande variedade de problemas nas ciéncias e na engenharia, além de fazerem parte da
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formacao educacional dessas areas. Portanto, compreender as equagdes diferenciais € um passo
para entender o funcionamento de diversos modelos que norteiam as ciéncias.

Conforme apresentado em Zill (2016), as equagbes diferenciais sao classificadas quanto
ao tipo de derivada ao qual essa estdo relacionadas, ou seja, quando a equagao contiver apenas
funcdes e suas derivadas dependentes de apenas uma variavel independente essa é denominada
de Equacao Diferencial Ordinaria (EDO); mas, quando a equacao possuir derivadas parciais, ou
seja, depender de mais de uma variavel independente, ela passa a ser classificada como
Equacéo Diferencial Parcial (EDP).

A ordem de uma equacgao diferencial € dada pela ordem da derivada de maior ordem
presente na equagado. Além disso, a equagao € linear quando ndo aparecem produtos ou termos
transcendentais da variavel dependente ou de suas derivadas. Caso aparegam, a equagao € nao
linear.

Uma equacao linear de ordem n é escrita como Boyce e Diprima (2006):

dn dnt d
() + A (O T + o+ a1 ()2 + ag(B)y = g(©) (1)
Se g(t) = 0, a equagdo é homogénea. Caso contrario, € ndo homogénea.
Se os coeficientes da Equacao (1) sdo constantes, pode-se escrever:
nfly

dy d dy
anw+an_1F+...+alz+ a0y=g(t) (2)

A equacao homogénea associada a Equacéo (2) é

an%+ an_1%+...+a1%+aoy=0 (3)
Para obter a solugédo da Equacao (3), substitui-se a fungao
y=eé" (3)
em que se obtém:
A+ a1+ . tar+a=0 (4)

A Equacao (4) é polinomial e fornece n raizes e tem-se n solugcbes como a fungao da

Equacao (3). A solugdo da Equacéo (3) sera a combinagéao linear dessas n solugdes
y(t) = c1e™t + cpe™t + .+ ce™t (5)

A solucdo para a Equagéo (2) é a Equagao (5) acrescida de uma solugédo particular a
depender de g(t). As constantes cy,c5,...,c, sd0 determinadas a partir de condigdes iniciais ou de
contorno dadas.

Se os coeficientes da equacao diferencial linear nao sao constantes, deve-se recorrer a
outros métodos de resolugcdo, dos quais destaca-se o método de Frobenius, que é utilizado
quando ha pontos singulares regulares na definicdo das fungbes que descrevem estes
coeficientes.

No que segue, sera apresentada uma equacao diferencial que utiliza tal método em sua
resolucdo. Devido a inumeras aplicagcdes e inclusive, sera vista neste trabalho, apresenta-se a

equacao diferencial de Bessel.
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A equacéao diferencial de Bessel de ordem v pode ser encontrada em Zill (2016) e €
definida por

2 d%y

x —_—
dx?

+x%+[x2—vz]y=0 (6)
Para encontrar a solugdo da Equacgao (6), suponha uma série do tipo
Y =Yg @XM (7)
Desta forma, estdo sendo buscadas solugdes em torno de x = 0, em que » € um valor a
ser determinado.
Substituindo a Equacao (7) em (6), obtém-se:
Y s+ )+ =D+ a,(n+ )"+ 3 a " —v? Y a,x™ =0 (8)
ou ainda
ag(r? —v2)x" + 2" X an[(n+ 12— VX" + XY a,x"tE =0 9)
Da Equacéo 9, tem-se a equacéo indicial > —v? = 0, com raizes r =4+ v. Quando r = v, a

Equacéo (9) fornece (1 + 2v)a; = 0 e a relacdo de recorréncia

_ ="
Q2n = v (14vin) (10)

em que a, pode ser definido por

1
= 2T+ (11)

ap
e I'(x) é a fungdo Gamma definida por
r(x) = J, t*letdt (12)

Substituindo a Equacao (10) na série da Equacao (7), tem-se a solugéo

1) = £y (5 (13)

n=0 nIT(1+v+n)

De modo analogo, para r =— v, obtém-se

Jou() = 3 — (5 (14)

n=0 nI[(1-v+n)
Segundo Zill (2016), as fungbes J,(x) e J_,(x) sédo as fungdes de Bessel de primeira

espécie e as fungdes de segunda espécie sdo dadas por

__cos (VTI.')]‘,—],V(X)
YV(x) - sen(vm) (15)
e a combinagao linear
y = c1)y(x0) + c2¥y(x) (16)

€ solucao da Equacao (6) para qualquer valor de v.

2.2. Péndulo simples

Um péndulo simples, também chamado de péndulo matematico, consiste em um modelo
idealizado de um oscilador harmdnico simples constituido por um corpo puntiforme de massa m
suspenso por um fio inextensivel e de massa desprezivel. Quando o corpo é puxado lateralmente

a partir de sua posicdo de equilibrio e a seguir liberado, ele oscila em torno dessa posigao.
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Algumas situagdes familiares, como uma bola de demoligdo presa a um cabo de guindaste ou,
uma crianga sentada em um balango, desde que os deslocamentos em relacdo a posicao de
equilibrio sejam pequenos de forma a podermos aproximar o angulo de seu seno, senf = 6,
podem ser tratadas como péndulo simples.

Considere uma esfera de massa m e raio R presa por um fio de massa desprezivel ao
um ponto fixo O. Seja a distancia entre o centro da esfera e o ponto O igual a [, com R « [. Esta
hipétese nos permite tratar a esfera como uma massa puntiforme e o objeto fisico como um
péndulo simples (para os casos em que R =1, o objeto seria 0 que chamamos de péndulo
composto ou péndulo fisico). A seguir, iremos considerar oscilagcbes de pequena amplitude, para
um péndulo simples, e descrever matematicamente o seu movimento.

Figura 1 — Péndulo simples.

R «< 1

mgsent \
4 mgcosf

mg
Fonte: Elaboracao dos autores (2020).

Aplicando a segunda lei de Newton ao objeto da massa m, tem-se

d?s

2
—mgsenf = m—m =- gsenf = l% (17)

O sinal de menos na equacéo anterior decorre do fato de o comprimento de arco crescer a
partir do equilibrio, da esquerda para a direita, ao passo que a componente tangencial da forga

esta orientada da direita para a esquerda.
d%g
—z+7senf =0 (18)
O desenvolvimento da funcao seno, envolvida da Equacao (18), em série de Taylor nas
vizinhangas do ponto 0 (zero), fornece
3 5
send=0-24+%_ (19)
3 5l
Percebe-se que, quando 6 < 10°, pode-se escrever senf = 6, com 6 medido em radianos.
Para 6 = 10° comete-se um erro da ordem 0,5% (sen10°=0,1736); o erro aumenta a medida

que 8 cresce. Considerando somente pequenos angulos de oscilacdo, tem-se senf =6 e a

Equacéo (18) pode ser reescrita como

+36=0 (20)

2
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Essa é uma equacao diferencial linear de segunda ordem com coeficientes constantes que

tem solucéao

H(t) = cC1€ + cye (21)
de forma que as exponenciais podem ser escritas como senos e cossenos e as constantes

redefinidas para obter

0(t) = Hycos (\/%t + (po) (22)

Usando as condigdes iniciais 8(0) = 0,,,, © %(0) =0,tem-se oo =0¢€

0(t) = 6,,4cos(wt) (23)

0= \/% (24)

A Equagédo (23) é a solugao para o péndulo simples, onde percebe-se que ha oscilagao de

T=2n \/% (25)

f=5 (26)

em que foi definido

periodo

e frequéncia
1
s
O periodo T e a frequéncia f do movimento de um péndulo simples sao independentes da

massa do objeto que oscila, uma vez que a massa € constante e ndo ha termos de amortecimento

na equacao diferencial. Problemas deste tipo descrevem sistemas harménicos.

3. Metodologia

No percurso metodolégico para analise e compreensdo dos fenbmenos descritos neste
trabalho, buscou-se uma revisdo bibliografica de equacbes diferenciais, sua classificagao e
métodos de resolugdo. Durante, sdo vistas as equagdes como relagdes entre taxa de variacao,
bem como os casos de coeficientes constantes e variaveis, em que sdo apresentados métodos
por fungbes exponenciais € série de poténcias. Apods discutir as equacbes diferenciais, foi
necessario revisar o péndulo simples que, com massa constante, descreve um movimento
oscilatério independente da massa do objeto.

Conhecendo as equacgbes diferenciais e os principios fisicos do péndulo, sugere-se a
andlise deste péndulo com massa variavel, considerando as hipéteses de massa com
dependéncia exponencial e em termos de poténcias da variavel tempo.

No caso de variacido exponencial, o problema sera modelado por uma equacéo diferencial
com coeficientes constantes, em que se deve considerar o caso de reducdo aquele de massa

constante, bem como as solugdes dependentes dos parametros da fungao exponencial.
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Quando a variacdo da massa é do tipo polinomial, apés substituicdo de variaveis, o
problema é modelado por uma equacio de Bessel, em que a ordem desta equagao é dependente
do expoente da fungao massa.

Em todos os casos, sao realizadas as interpretacbes das equagdes comparadas ao caso
de massa constante. De posse das fungdes que descrevem a posigcao do objeto, os graficos foram
construidos nos softwares GeoGebra' e Scilab?, cujas escolhas se basearam no fato de que tais
programas sao de acesso gratuito e de facil operacionalizacdo. Os graficos permitirdao uma analise

em que sao verificadas as amplitudes e fica evidente o amortecimento devido a massa variavel.

4. Resultados

Considerando o péndulo com massa variavel, tem-se que a segunda lei de Newton fornece:

d do
o (i) ==mgp, (27)
em que o termo em parénteses € 0 momento linear na diregdo angular. Esta equacao pode ser

reescrita como

de?  dmdo

a6 dmdf 20 —
m-sz+—-—+mo 6=0 (28)

4.1. Massa com variagao exponencial

Inicialmente, pode-se analisar o caso em que a massa varia exponencialmente em fungao
do tempo, sendo ela dada por m(t) = mye*.

Quando a = 0, a massa é constante, no entanto, quando a > 0, a massa & crescente e
quando a < 0, a massa € decrescente, fato observado por Caccamo e Magazu (2016) ao usar a
transformada wavelet para processar o movimento de um objeto pendurado que perde areia fina a
uma taxa exponencial. A Figura 2 mostra o grafico algumas situagdes.

Figura 2 — Grafico da massa com variagao exponencial.

myt) a=3w a=2w a—w
my g0
\\ a=—w
@=—3w T~ _ a=—2w
—_—
t

Fonte: Elaborac&o dos autores (2020).

' https://www.geogebra.org/
2 https://www.scilab.org/
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A linha em que a =0 indica a massa constante ao longo do tempo, enquanto que as
demais curvas indicam a massa variavel, em que quando a ¢€ positivo, a fungao é crescente e
quando a é negativo, a fungdo é decrescente.

Para este tipo de massa com variagao exponencial, a Equagao (28), apds substituicdo da

massa e sua derivada se torna:

2
S +al+ w9 =0 (29)

Essa € uma equacao diferencial linear de segunda ordem com coeficientes constantes,

que tem solugao:
0(t) = cre™t + cye™t (30)

1
comry = —+—\/a2 4wl er, = ———Vaz 4w?,
Quando a=0,comr; =iw e r, = iw e a solugdo (30) pode ser reescrita como a Equagao

(23). Quando |a| = 2w, r; € r, sao iguais e a solugao (30) pode ser reescrita como:

o(t) = cle_Tat + czte_Tat (31)
Substituindo as mesmas condi¢des de contorno da subsecao 2.2, tem-se:
O(t) = Opar(1 + wt)e @t (32)
paraa=2we
O(t) = O, (1 — wt)e®t (33)

para a =—2w.

Quandola| > 2w, r1 e r, sao reais e a solugao (30) pode ser reescrita como:

o(t) = e=at/?2 [C 3V —tolt ——mt] (34)

+ cye

Substituindo as condi¢des de contorno da subsecao 2.2, tem-se:

o ) (1 ) ]
a“—4w a“—4w

Quando |a| < 2w, 11 e r, sdo complexas e a solugéo (35) pode ser reescrita como:
0(t) = eat/2 [clcos (%\/40)2 — azt) + cysen (%\/4(»2 — azt)] (36)
Substituindo as condi¢des de contorno da subsecao 2.2, tem-se:

0(t) = 0,yqe/? [cos( Vaw? —a t) sen (%V4w2 - azt)] (37)

B(t) = Pmaz g—at/2 [<1+

/ wz_az
A Figura 3 mostra o grafico da solugao do péndulo com massa variando exponencialmente

com o tempo comparada a solugao do péndulo com massa constante.
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Figura 3 — Grafico da solu¢do do péndulo com massa variando exponencialmente.

8(t) a=—w

max

Fonte: Elaboracdo dos autores (2020).

A Figura 3 mostra o grafico do angulo em fungdo do tempo para cada um dos casos
analisados, em que os valores de a considerados sdo os mesmos da Figura 2 quando foi
mostrada a variacdo de massa. A linha de cor preta indica o caso em que a massa é constante e
ha oscilagdo. Os casos em que a ¢€ positivo (linhas azul, verde e cinza), o angulo decresce e se
aproxima de zero, em que se pode perceber que quanto menor o valor de a, mais rapidamente o
angulo decresce. No caso em que a =— w, 0 angulo tente a infinito, mas antes decresce a um

valor minimo. No caso em que a =— 2w € a =— 3w, 0 angulo tende a menos infinito.

4.2. Massa com variagao polinomial

Outro caso a ser analisado é aquele em que a massa depende do tempo da forma m =
myt™ . Esse caso reflete aquele em que um péndulo tem massa constante para n = 0, massa
crescente para n>0 e massa decrescente para n<0. No caso de n< 0, existe uma
singularidade em t = 0.

A Equacéo (28) se torna

d%e ae
tW+nE+tw20 =0 (38)
Fazendo a substituicao
1-n
o(t) =t 2 z(0), (39)
obtém-se
2 —_1)2
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Agora, a substituicdo

u=wt (41)
torna a Equacgéo (40) em:
u2%+u%+[uz—#]z=0 (42)
gue é uma equacéao de Bessel de ordem nz;l
A solucao da Equacéo (42) é dada por
z(w) = Cl]"T—l(u) + CZYnT—l(U) (43)

Fazendo a substituicdo de variavel dada pela Equacgao (41), retorna-se a variavel ¢:
z(t) = 61]§(wt) + C2Yn_;1((1)t) (44)
Substituindo a Equacao (44) na Equagéao (39), tem-se a posi¢cao angular
o(t) = cltl_Tn]%(a)t) + Cztl_TnYn_;(a)t) (45)
Para n =1, a solugao (45) se torna

e(t) = emaJJO(wt) (46)
e paran = 2, tem-se

0(0) = O )1 w0) (47)

que satisfazem as condigdes iniciais da subsecao 2.2. A Figura 4 mostra o grafico dessas

solucdes comparadas com a solugdo de massa constante.

Figura 4 — Grafico da solugao do péndulo com massa em termos de poténcias do tempo.
Hmﬂ.‘:‘

\ ) l

spe . S, (- kz\

Fonte: Elaboracao dos autores (2020).
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O grafico apresenta as solugdes dos trés casos considerados. A curva azul é o caso de
massa constante e ndo ha amortecimento. Quando a massa é variavel, acontece o decaimento e
este é cada vez maior, a medida que aumenta o valor de n, ou seja, 8 medida em que a massa
aumenta. O decaimento, com reducdo de amplitude, vem a concordar com Aguiar e Guedes

(2013), ao tratar osciladores dependentes do tempo através de formalismo hamiltoniano.

5. Consideragoes finais

Durante o estudo do péndulo com massa variavel, foi utilizada a segunda lei de Newton e
as equacoes diferencias foram empregadas e discutidas na modelagem de um fenémeno fisico.
Ao considerar a massa com variagao exponencial, as solugdes da equacdo mostram que, nos
casos em que ha perda de massa, nao ha oscilagdo, o que também é visto na analise grafica. Nos
casos em que ha ganho de massa, a taxa de variacdo entra no sistema como um fator de
decaimento.

Quando a massa foi considerada com dependéncia em poténcia do fator tempo, apos
mudancas de variaveis, a equacdo do movimento fica modelada pela equacao de Bessel que tem
solucbes em séries de poténcias. A solugcao e a andlise grafica mostraram que ha um decaimento
guanto maior a ordem da equacéo de Bessel, ou seja, quanto maior o exponente na expressio da
massa. Em outros termos, o0 amortecimento possui relagao direta com taxa de variacdo da massa.

Ao analisar estes casos de massa variavel, espera-se que o estudo possa contribuir com a
Fisica Matematica, destacando problemas de ndo homogeneidade, enriquecendo o campo das

aplicagdes das equacgdes diferenciais.
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