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Resumo

Neste trabalho, a equagéo escalar conservativa é utilizada para a
representacao de um modelo de fluxo de trafego veicular com a
abertura de sinal apdés a luz verde em uma rodovia com dois
diferentes campos de velocidades em funcdo da densidade de
veiculos. Duas metodologias foram apresentadas, uma delas é
derivada de uma equagdo algébrica e a outra, denominada
regularizagdo dos dados iniciais, consiste em tomar o limite das

aproximagdes continuas das condi¢des iniciais ug(x,O) para

obter a solugdo do problema, o que constitui a originalidade de
nossa contribuicdo. A simulagdo realizada com os modelos
adotados neste estudo mostrou que o fluxo de veiculos durante o
sinal aberto é mais intenso com o modelo quadratico.

Keywords

Traffic Flow

Regularization of Initial Data
Weak Solution

Abstract

In this work, the conservative scalar equation was used to
represent a vehicular traffic flow model with the signal opening
after the green light on a highway with two different speed fields as
a function of car density. Two methodologies were presented, one
of them is derived from an algebraic equation and the other, called
initial regularization data, consists of taking the limit of the
continuous approximations of the initial conditions »®(x,0) to

obtain the problem solution, what constitutes the originality of this
article. The simulation performed with the adopted models in this
study, showed that the flow of vehicles during the open signal is
more intense with the quadratic model.
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1. Introducao

Uma equacgao escalar conservativa na forma diferencial € dada por (LEVEQUE, 1992)
ut+(f(u))x=0, (1)
onde f(u) é uma fungao diferenciavel.

Tais equagbes sdo equacgdes diferenciais parciais do tipo hiperbdlico, nas quais segundo
Cuminato e Meneguette Junior (2013), as descontinuidades sdo transportadas sem suavizagao,
podendo haver a formacao de singularidades ou choques, mesmo no caso de dados iniciais bem
comportados. A equacao (1) com a condicdo inicial dada na equacgao (2) pela funcdo Heaviside

constitui um problema de Cauchy, também conhecido como problema de valor inicial ou problema
de Riemann (LEVEQUE, 1992),

u, x<0
: (2)
u,, x>0

H(x):{

no qual u, e u, s&o constantes. Tais problemas em geral ndo possuem solugdes classicas ou

globais, ou seja, solu¢des que sejam continuas e diferenciaveis. Entretanto, é possivel a admissao
de solugbes fracas, no sentido de solucdes classicas por partes (CUMINATO; MENEGUETTE
JUNIOR, 2013), isto é, uma solucéo seccionalmente continua e diferencidvel. Uma definicao
rigorosa de solugao fraca pode ser encontrada em Leveque (1992).

De acordo com Cuminato e Meneguette Junior (2013), quando solucdes fracas sao
admitidas, o problema de valor inicial pode admitir uma multiplicidade de solugdes. Um dos
critérios para a escolha da solugao fraca mais adequada para o problema analisado, denominada
solucao entropica (CUMINATO; MENEGUETTE JUNIOR, 2013), é o da regularizacdo dos dados

iniciais, que consiste em tomar o limite das solugcbes de uma sequéncia de problemas com
condicbes iniciais u”(x,O) continuas, convergindo pontualmente para a condi¢ao inicial do

problema original (CUMINATO; MENEGUETTE JUNIOR, 2013). Dito de outro modo, a solugao
entropica pode ser obtida tomando o limite das aproximacgdes continuas das condig¢des iniciais
u® (x,0).

Algumas aplicagdes praticas da equacdo escalar conservativa envolvem, por exemplo,
modelos de fluxo de trafego e recuperacdo de petréleo. Um modelo de fluxo de trafego em uma
rodovia apds a abertura do sinal com luz verde foi proposto por Haberman (1977). Nesse modelo,
o campo de velocidade foi relacionado de modo linear com a densidade de veiculos antes e apos
a abertura do sinal depois de decorrido um tempo de longa duracdo do sinal fechado. Haberman
ndo usou a regularizacdo dos dados iniciais, em vez dessa técnica, Haberman (1977) obteve a
funcéo de densidade de carros como fungao da posicédo e do tempo por meio da solugdo de uma
equacao algébrica envolvendo a taxa de fluxo de carros e as retas caracteristicas partindo da

origem, onde é construida a solugdo do problema de Riemann na regidao de rarefacdo. Nesse

REMAT, Bento Gongalves, RS, Brasil, v. 6, n. 2, p. e4005, 30 de setembro de 2020.



A equacgéo escalar conservativa: aplicagdes em fluxo de trafego 3

trabalho, o modelo de trafego, anteriormente descrito, foi resolvido de forma alternativa usando a
regularizagdo de dados iniciais, pois a metodologia utilizada por Haberman (1977), pode resultar

em equacbes algébricas impossiveis de serem resolvidas em fungdo da densidade. Portanto, em
vez de equagbes algébricas, o problema proposto foi resolvido via parametrizagéo Xx =x0(x,t)

dos dados iniciais para os modelos de campo linear e quadratico. Mesmo a regularizagdo de

dados iniciais, pode esbarrar na dificuldade de obter a parametrizacdo da posicao inicial na
rarefagéo, xy = X (x,t) necessaria nesse tipo de procedimento. Essa dificuldade na regularizagdo

€ exemplificada neste trabalho com o uso de um modelo quadratico para o campo de velocidade

relacionado a densidade de fluxo.

2. Materiais e métodos

Nesta secdo, apresentaremos a equacdo escalar conservativa e o método das

caracteristicas.

21. A equacgao escalar conservativa

A lei da conservacdo de massa, caso homogéneo, é expressa matematicamente na forma
integral como (FOX; PRITCHARD; MCDONALD, 2015)

%IpdV+J.pI7gG=O, (3)
Q

oQ

sendo do =11-do , onde 77 é o vetor normal ao elemento de area do da superficie 0Q da

regidao QQ, denominada volume de controle (VC) situada no espaco tridimensional onde o fluido

escoa. O primeiro termo integral da equacao (3) é a taxa de variagdo de massa LZ—M de uma
t

substéncia de concentracdo p= p(?c,z‘) dissolvida no fluido com campo de velocidade
V= V(?c,t). O produto pl7 € a densidade de fluxo de massa, isto €, a quantidade de substancia

que atravessa uma unidade de area da superficie de controle por unidade de tempo. Se 88_,0 é
t
continua em €2, tem-se segundo Williamson, Crowell e Trotter (1979) que
M
d =ja—pdV. (4)
Q

dt 3ot

Das equacgdes (3) e (4), do teorema da divergéncia (GUIDORIZZI, 2019) e da linearidade

das integrais triplas tem-se

P v o lay =
j[atw pV}dV 0. (5)

Q
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Como a equacéao (5) é valida para qualquer VC arbitrario, resulta a forma diferencial da
equacao de conservagao de massa dada por
op ~
—+V.plV =0. 6
o P (6)
No caso unidimensional, a equagéo (6) fica na forma escalar dada pela equacgao diferencial
parcial hiperbdlica

o, oY) _ (7)
ot ox

Definindo f(p):pV como uma fungdo de fluxo, a equagdo (7) fica na forma

conservativa dada por

o, o) _ @)
ot ox

ou segundo Leveque (1992) como
p,+(f(p)), =0. 9)

Em particular, se V = vi ,onde vV é uma constante e i & o vetor candnico, a equacao (8)

pode ser escrita na forma

8_,0 a—'0=0. (10)
ot Oox

A equacéao (10) é denominada equacéo linear de adveccao (LEVEQUE, 1992) ou equagéao

de transporte de massa.
2.2. O método das caracteristicas

O objetivo desse método é encontrar curvas x =x(¢) onde p(x(t),t) seja constante ao

longo dessas curvas para a construcdo da solugdo classica por partes (solugdo fraca) do

problema de Riemann. Da equacéo (9) e usando a regra da cadeia, obtemos

pi+f"(p)p,=0. (11)
: . dp
Como p = p(x,t) usando a diferencial total o obtemos
dp = 6_p+6_p@ _ (12)
dt ot oOx dt
Das equacbes (11) e (12) segue que (i,—p =0, ou seja, p é constante no tempo se
t
dx _ af (p)
== - = 13
” 1'(p) ip (13)
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A equacao (13) é uma equacéo diferencial ordinaria de variaveis separaveis. Considerando
x, =x(0) um ponto genérico do eixo x , a solugéo da equagéo (13) s&o retas caracteristicas na
forma
x:xﬁ[%jt. (14)
Portanto, ao longo de cada uma das caracteristicas dadas pela equacéao (14) tem-se
p(x(),1)= p(x(0),0)= p(x,,0) = p(x,) = p, - (15)
Ou seja, a solugcao ao longo de cada caracteristica depende somente da solugao ou

condicao inicial. No caso da equacdo (10), a solugdo seria formada por retas caracteristicas

paralelas no plano xt , na qual a velocidade de propagacdo de cada reta é constante e igual a

daf (p,)

f'(po) :d—. A equacao (14) pode fornecer de modo direto caracteristicas para uma regiao

do plano xt partindo de x,, e da solugdo algébrica da equagdo (14) obter a expressdo para

p= p(x,t) nessa mesma regiao, destaca-se que essa foi a metodologia adotada por Haberman

(1977) para um problema de fluxo de trafego.

3. Aplicagao em fluxo de trafego: rodovia com o inicio da luz verde

Seja u = u(x,t) um campo de velocidade em uma rodovia de faixa unica sem entradas ou
saidas laterais, isto €, o0 numero de carros é conservado. Esse campo estima a velocidade de um
carro, medido por um observador situado na posicdo x no tempo ¢. Se x,(f) € a posi¢cdo

individual de um carro nessa rodovia, sua velocidade é dada pela cinematica elementar como
u,(t) 2%(1) . Segundo Haberman (1977), pode ser estabelecida uma relagcado de igualdade entre
essas velocidades como

u(x, (1), t)=u[(t)=%(t). (16)

Por fluxo de trafego, f:f(x,t) sera considerado o numero de carros passando pela
posicdo x da rodovia em um determinado tempo fixado, enquanto a densidade de trafego,
p= p(x,t) € uma funcao da posigcao em um tempo fixado, por exemplo, a quantidade de carros

em um km na rodovia em um determinado tempo fixado. Portanto, o fluxo deve ser igual ao
produto da densidade pela velocidade, isto é, caso as variaveis que representam o trafego

dependam de x e ¢ tem-se, segundo Haberman (1977)
S (x,0) = plx, ) u(x,z). (17)

Com essas consideragoes a equacgao (7) reescreve-se na forma
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o olon)_ (18)
ot ox

Se o campo u € conhecido, a equacgéo (18) é uma equacéao diferencial parcial na fungao
incognita da funcao é a densidade de trafego e sua solugado. Uma vez conhecida a condigao inicial,
ela pode ser usada para obter a densidade de trafego em uma rodovia. Das equacgdes (16) e (18)

tem-se

Py, (19)
ot Ox

A equacdo (18) é chamada equagdo de “conservacao de carros” (HABERMAN, 1977).

Vamos admitir que u = u(p) isto €, o campo de velocidade é fungao da densidade de trafego. A
partir dela e da equacao (17), podemos escrever

f(p)=p-u(p). (20)

Vamos assumir algumas hipéteses simplificadoras naturais considerando um trafego em

rodovia com as condi¢gdes de conservagao de carros, com o inicio de luz verde ou a abertura do
sinal fechado depois de um tempo de longa duragao:

1. u=u(p), esta condigdo indica que o campo de velocidade é fungdo da densidade de

trafego;

2. u(0)=u isto &, a velocidade € maxima quando a densidade € nula;

max ’

d
3. d_u <0, expressa o fato de que a velocidade é decrescente em funcdo da densidade;
P

4. u(p,,)=0,indica que a velocidade é nula quando a densidade é maxima.
Tais condi¢bes, propostas por Haberman (1977), servem de base para a definicdo de
campos de velocidades antes e depois da abertura do sinal. No tempo ¢ =0, o sinal fica com luz
verde em x=0. O problema de Riemann a ser resolvido é dado pela equagédo (11) com a

condigao inicial

p+ LRy, (21)
dp Ox
pmax’ X< O
x,0)= 22
,0( ) {0, x>0. (22)
Usando as equagdes (14), (15) e (20) tém-se as equacgdes das retas caracteristicas dadas
por:
df (p) du(p) du(p,)
X=—7—t+x,=| p—=+u t+x, = +u t+x,. 23
dp 0o =| P dp (,0) o= Po dp (:00) 0 (23)
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Para x <0, da equagdo (22) tem-se p(x,0)=p0 = Pmax - L0OQO, da equagdo (23) e da

condic&o (iv) as caracteristicas nessa regido com x, < 0 sdo dadas por

X=Xx,+p M t. (24)
0 max dp

Para x>0, da equagdo (22) tem-se p(x,0)=p0 =0 . Logo, da equagao (23) e da

condic&o (ii) as caracteristicas nessa regido com x, > 0 sdo dadas por

X=x,+u,t. (25)
Da condicao (iii) tem-se %’D)SO , a fronteira da regido no plano xt de densidade
D
d
maxima € limitada a direita pela caracteristica x=p_,, (%Jt que parte da posigdo x, =0
o,

no tempo =0, enquanto a fronteira da regido de densidade nula é limitada a esquerda pela

caracteristica x = u,,,, ¢ que parte da posi¢do x, =0 no tempo ¢ = 0. Portanto, existe uma regiado

max

ausente de retas caracteristicas, denominada de regido de rarefagcao dada por

Pina [Mj t<x<u, t. (26)
dp

3.1. Campo de velocidade linear

O problema de inicio de movimentacdo de carros apdés a luz verde foi analisado por

Haberman (1977) considerando o campo de velocidade linear definido por

U(P) = Uy ( —L} 0<p< P (27)

max

onde as caracteristicas na rarefagcdo foram obtidas diretamente da equagéo (14) com x, =0, o

que permite uma solug¢ao algébrica da equagdo (13) para a determinagado da densidade de trafego
nessa regiao, completando a solucao fraca para o problema de Riemann. Entretanto, a justificativa
apresentada por Haberman (1977) para as caracteristicas na rarefagao foi puramente formal, ou
seja, foram usados argumentos intuitivos de limites de fungoes.

Haberman (1977) argumentou que as caracteristicas partindo da descontinuidade seriam

daf(p)

obtidas como o limite das caracteristicas x:xo+[ 7
P

Jt quando Ax — 0, o que de fato é

intuitivo. Dessa maneira, Haberman usou a equagéo (14) com x, =0 e as equagdes (20) e (27)

para obter a solugao algébrica da densidade de trafego na rarefagdo dada por

REMAT, Bento Gongalves, RS, Brasil, v. 6, n. 2, p. e4005, 30 de setembro de 2020.
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p:ﬁil— al ] —u_ t<x<u_ t. (28)
2 u_t

max
Em oposigcdo a essa metodologia descrita anteriormente, vamos obter a solugéo fraca

desse problema de Riemann usando o limite de uma sequéncia de problemas com condigdes

iniciais continuas u‘g(x,O) convergindo pontualmente para a condigéo inicial original (CUMINATO;

MENEGUETTE JUNIOR, 2013). A Figura 1 mostra a regido das caracteristicas e a rarefacdo com
o campo de velocidade linear dado pela equacao (27).

Figura 1 — Caracteristicas e rarefagcdo no plano x¢ para diferentes valores de x, .
\ O\

1 X=Xotlmax 1

X=Xo-tmax | T =

-80 -60 -40 =20 0 20 40 60 g0 X

Fonte: Elaboragao dos autores (2020).

Pode-se regularizar a descontinuidade na origem dada pela equacgao (22) por meio de

sequéncias de condi¢des iniciais continuas, p° (x,O) , com & > 0 definidas por

pmax’ xS_%’
& max max 8 8
p*(x,0)= pT_pTx’ S <x<l, (29)
L(x)
0, xzi,
2

onde L(x) € uma bijecao linear decrescente ligando os pares de pontos (_—;,pmj e (2,0)

Das equacbes (20) e (27) tem-se

d 2
i:uma{l— P J (30)
dp Prmax

Usando as equagdes (15), (29) e (30) obtemos

REMAT, Bento Gongalves, RS, Brasil, v. 6, n. 2, p. e4005, 30 de setembro de 2020.
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df (p° (x.1)) _df (p*(x,0) Cdf (L) 2u, . _f L (31)
dp  dp - dp i_ﬁj 2 2

a

Das equacdes (14), (15) e (31) as caracteristicas na rarefagéo, isto €, comegando em x,,
~fs X <§ sdo dadas por

&
Xy=—X. 32
* 2u_ t+e (52)

Note que x, :xo(x,t), ou seja, x, € parametrizado em fungdo das variaveis x e ¢. E
possivel mostrar que as inclinagdes, « dadas pela equacgéo (31) das caracteristicas na rarefagao
variam continuamente no intervalo —u ., <o <u.,, . Como pg(x,t) € constante ao longo de

cada reta caracteristica na rarefagao, tem-se das equacgodes (29) e (32) que

g g P € P P P
X,t — X ,0 —— max X+ max _ _ max x4+ max . 33
P ( ) P ( ’ ) &g (2umaxt+8j 2 2u  t+e& 2 (33)
Portanto, uma solugao entrépica do problema de Riemann, dado pelas equacbes (21) e (29)
é da forma
£
> x< ___umaxt9
pmax 2
e —P % € €
x,t)= MR x4 Syt — <X <ug, T— 34
P ( ) 2u t+¢e 2 2 2 (34)
0, . u,,. 1.
2

A solucao entrépica do problema de Riemann, dado pelas equagodes (21) e (22) é

Prax > x<-u_.t,
) . o) X
x,t)=lim p° (x,t) =12 1- , —u,  t<x<u, t, 35
pls)= i ()| 21 @)
0, x>u_t

max"” ?

onde a equacéo (35) na rarefacao coincide com a equacao (28) obtida por Haberman (1977).

3.2. Campo de velocidade quadratica

Vamos usar agora um campo de densidade de velocidade quadratica dado por

2
u(p)=umax(l— L ] 0<p<p. . (36)
pmax
Da equacao (36) tem-se
du 2u_
—=-—"p. (37)
dp pmax

REMAT, Bento Gongalves, RS, Brasil, v. 6, n. 2, p. e4005, 30 de setembro de 2020.



Jorge de Araujo, Rosa Garcia Marquez, Millena Ribeiro Fontinha 10

Considerando os dados anteriores e a equacéo (20) tem-se
2
Yy, 122, (38)
dp
O campo de velocidade quadratico dado pela equacao (36) satisfaz as condicbes
simplificadoras aqui adotadas para a lei de conservacao de trafego em rodovia com o inicio da

movimentacgdo de veiculos, apds a abertura de sinal em x =0 no tempo ¢ =0. Das equacdes (23)

e (37) obtém-se as equacgdes caracteristicas a esquerda e a direita de x, dadas por

d max
X:pmax—u(dp )f—XO:—zumaxt+X0, X0<0 (39)
0
X:Mmaxt+X0,XO>0 (40)

Para calcular a densidade na regido de rarefagdo —2u_, t<x<u_ t, para t >0, pode-se

usar o procedimento adotado por Haberman (1977), o qual utiliza as equacdes (13) e (38),
conforme ja fora discutido, para obter a equacao algébrica

2
Z’lmax£1_3/) j:£ (41)

2
p max t

A equacéo (41) pode ser posta na forma explicita, p = p(x,t) como

p=tp 1o F
\/5 max Mmaxt

A solucao fraca do problema de Riemann, dado pelas equacgbes (21) e (22) com o campo

(42)

X

de densidade de velocidade quadratica é entdo dada por

Lo > x<-2u_ t,
3 p X
p( ,t): 3““‘" 1 7 —2u,  t <x<u_.t, (43)
0, x>u_ t

A obtencado de pzp(x,t) pela regularizacdo dos dados iniciais, se da utilizando as

pmax

equacdes (31), (38)e areta L(x) = —@x, definida no intervalo —§< X <§, onde
£

Pmax  PmaxXo
ar(p'wn) dr(p o) ar(eey) ¥ ( > s ]

dp dp dp dp

Usando a equacéo (38) tem-se

)

—df(p"(x,t)) =u 1—3(ﬁ—lj2 ~fex<E “4)
dp oo e 2) '

REMAT, Bento Gongalves, RS, Brasil, v. 6, n. 2, p. e4005, 30 de setembro de 2020.
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Das equacoes (14) e (44) tém-se as caracteristicas na rarefacdo dadas por

x=x0+M: X+, {1—3(ﬁ—1j } t. (45)
dp g 2

A ideia e obter a parametrizacdo da equacgdo (45) na forma x, =x0(x,t) , COmo na
equacgao (32), pois sabemos que pg(x,t)ng(xo,o) sobre quaisquer pontos (x,7) que fagam

parte da reta caracteristica partindo de x, . A equagéo (45) pode entdo ser colocada na forma

2
izx_0+umaxt_3umaxt x_O_l t, (46)
& € £ & g 2
ou ainda como,
u t(x, 1Y X, u_ .t
Jmex_ | 20 _ t+£——°—ﬂ:0. (47)
e e 2 E ¢ £
1
Da equacao (47) pode-se obter a equagao quadratica em (X—O _Ej dada por
£
2
3Mmaxt(Xo 1) (X 1) (X 1) et _ (48)
£ e 2 e 2 g 2 £

Py : . .
Como x; < 5 a raiz negativa deve ser escolhida para obter

e & £
2 6u,t O6u,t

Das equacbes (29) e (49) tem-se a densidade na rarefagédo —2u__ t<x<u__t, naforma

max max

X, \/82 —12u_ xt+6¢cu_ t+12u’ . (49)

P’ (x,t)=p°(x,,0)= lp&“‘t[—g +e’—12u_ xt+6cu_ t+12u’_ tz} (50)

max

A solugdo do problema de Riemann, dado pelas equagdes (21) e (22), pode ser obtida da
equacao (50), na qual x, € dado na equacdo (49). Desse modo, a solugéo fraca pode ser

reescrita como

p max 2 X< _2 umax t
. e 1 p 2 2
p(x,t)=limp® (x,t)= gﬂ\/numaxt -12u  xt, u  t<x<u,ft (51)
£0 umaxt
0, xzu,, .t

Observe que da equacao (51) obtemos novamente a equacéao (43) na rarefacao

1 pmax 2 2 ,Omax 12X
p(x,t)zEH\/IZumaxt —12umaxxt:T 12—;

B3P [
3 umaxt’

REMAT, Bento Gongalves, RS, Brasil, v. 6, n. 2, p. e4005, 30 de setembro de 2020.
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Na equacao (24), a caracteristica mais a esquerda da regiao de rarefagcédo é dada por

d
X=p.. M(Lmax) t. (53)
dp
Essa caracteristica carrega a informagéo para tras, que o sinal abriu em =0 com a
velocidade constante v=p,_ [%j
o,

4. Resultados e discussoes

No primeiro modelo analisado, na secdo 3.1, ao utilizar as equagdes (24) e (27) obtém-se a
equacao da velocidade da caracteristica a esquerda da regido de descontinuidade, dada por

v, =—u (54)

max ?
enquanto no segundo modelo, apresentado na secdo 3.2, a velocidade da caracteristica a

esquerda da regiao de descontinuidade pode ser obtida da equagéao (39), na forma
Vz = —2umax . (55)
Logo, usando a cinematica do movimento uniforme, um motorista situado em x, <0 com o

modelo quadratico levara a metade do tempo para acelerar na rarefacdo em relacdo ao mesmo
motorista com o modelo linear. E possivel usar a equagado (16) e os campos de velocidade obtidos
pelas equagobes (27) e (36), bem como, as suas respectivas densidades na rarefagdo dadas pelas
equacoes (28) e (42) para obter a equacao da velocidade e da trajetoria de um carro na rarefagao
com as representacbes adotadas. A obtencdo desses parédmetros € oriunda de equacdes
diferenciais ordinarias com coeficientes variaveis. Veremos com detalhes o modelo quadratico
com base no modelo linear analisado por Haberman (1977).

No modelo linear, a caracteristica x = —u,./ propaga com velocidade constante - u a

max

informacgéao da abertura do sinal em ¢ =0 para a regido de densidade maxima. Logo, um motorista

X0

situado em x =-x, <0 levard um tempo ¢ = para comecar a acelerar, enquanto que no

u max

modelo quadratico esse tempo é reduzido pela metade.

Das equacgdes (16), (36) e (43) decorrido o tempo ¢ = 2x0 obtemos o seguinte problema
umax
de Cauchy dado por
dx 1 2
tE—EX=3 max? » t>0,
(56)
%o
X =-X,, t=
2u

REMAT, Bento Gongalves, RS, Brasil, v. 6, n. 2, p. e4005, 30 de setembro de 2020.
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Como ¢ € nao nulo, a equacao (56) pode ser escrita como uma equacao diferencial linear
na forma

x_x_2, (57)

e 3 3™
e solugao geral da equagéao (57) que é dada por
x()=ct" +u_t. (58)
Considerando a condigao inicial dada na equacéao (56), determinamos o valor da constante

da equacéo (58). Assim, a solucdo do problema de valor inicial € dada por
X=u t—§(2x2u t); (59)
max 2 0" max

A equagdo (59) nos da a posicdo particular de um carro na rarefacdo. E possivel usar a
equacao (59) para obter o tempo necessario para que esse carro passe com a luz verde com o
modelo quadratico. Para isso, basta resolver a equagao (59) com x =0

t_3x/§x0

2 umax

(60)

A velocidade do carro pode ser obtida diretamente da equagéo (59) como

dx 3\/ 2x§ umax t (61 )
u I ——

™ 2t
dx . : " .
Note que quando t >, v =? —>u,_, , que € a velocidade maxima alcangada na regiao
t

de densidade minima imediatamente apds a regiao de rarefacéo.

4.1 Algumas simulagoes

Nesta secdo, realizaremos algumas simula¢cdes envolvendo o campo de velocidade

quadratico dado pela equagéao (36). Para isto, vamos supor que em determinado sinal se observou

que a densidade maxima por km é igual a p_, =250 carros, e que a velocidade maxima
permitida é de u, :SO(km/h) . A funcao fluxo de veiculos é dada pelas equacgdes (20) e (36)

como

2

f(p)=pu,, (l— P j - (63)

max

A Figura 2 mostra o perfil do fluxo de trafego em funcéo da densidade de veiculos.

REMAT, Bento Gongalves, RS, Brasil, v. 6, n. 2, p. e4005, 30 de setembro de 2020.
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Figura 2 — Grafico da fungao fluxo.

4000

30004

2000

Nao congestionado Congestionado

Fluxo de veiculos

1000

o 50 100 200 Pmex= 250

Densidade de veiculos
Fonte: Elaboracdo dos autores (2020).

e Se um sinal verde permanece aberto por dois minutos, 7 = 2min , um determinado veiculo
a uma distancia x, =25 m a esquerda do sinal (em x=0) levara um tempo igual a

1,299x107 £, isto &, aproximadamente 4,68 segundos para atravessa-lo com luz verde.

Esse valor do tempo é obtido diretamente da equacao (60). Usando a equagéo (61) esse

carro passara no sinal aberto com a velocidade de aproximadamente 42,9 km/ h.
e Supondo que o sinal em luz verde leva um tempo 7 =2min para fechar, entdo o nimero

de carros que tera passado com o sinal aberto € dado por

(i) No caso linear:

N, = pmax( “anTj ~ 104 carros , (64)
onde N, = p, . d__ com distdncia maxima d__ :u"‘Ta"T.
(ii) No caso quadratico
Ny = P (%J ~ 160 carros (65)

23 T
onde N, = p,..d,. com distdncia maxima d :%_

A Figura 3 mostra carros parados em um sinal fechado e logo apds a abertura do sinal.
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(

Figura 3 — (a) Carros parados no sinal; Sinal aberto.

Fonte: Elaboracdo dos autores (2020).

Usando a equacéo (52), pode-se obter o grafico da fungao de densidade de trafego antes e
apos a abertura do sinal conforme mostra a Figura 4.

Figura 4 — Grafico da Fung¢ao densidade equacao (51).
A*rm'x

Densidade maxima

Densidade nula

=200 -100 o 100 200 X

Fonte: Adaptado de Gomes Hernandez (2009, p. 31).

A Figura 5 mostra um carro aproximando-se da velocidade maxima com o aumento do

tempo.

Figura 5 — Trajetéria de um veiculo na rarefacéo.

05 X=Umax
Xx=-2Umax

=30 -20 =10 0 10 20

Fonte: Elaboracdo dos autores (2020).
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5. Conclusoes

A solugao entropica para o problema de fluxo de trafego em uma rodovia com conservagao
de fluxo de carros, considerando diferentes modelos para o campo de velocidade em funcédo da
densidade de veiculos, foi obtida usando duas diferentes metodologias. Uma delas envolve a

resolugdo de equacdo algébrica em fungdo da densidade de trafego e a outra utiliza a

parametrizagéo x, :xo(x,t) com a regularizagdo dos dados iniciais. A metodologia usando

equacodes algébricas € mais restritiva, tendo sido adotada para uma regido particular do plano em

que as caracteristicas partem da origem. Por outro lado, a parametrizagéo x, = x, (x,t) pode ser

impossivel de ser obtida explicitamente dependendo do modelo adotado. A simulagao realizada
com os modelos linear e quadratico mostrou que o tempo com que um motorista recebe a
informacao de que deve comecar a acelerar, apds a abertura no sinal com o0 modelo quadratico, é
a metade do tempo de reacdo em relagdo ao modelo linear. Destaca-se ainda que o fluxo de
veiculos que passa pelo sinal aberto durante o tempo de exposigado de luz verde € bem mais

intenso com o modelo quadratico.
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