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Resumo

Este trabalho objetiva apresentar algumas consideragbes acerca
do desenvolvimento de atividades investigativas apoiadas na
utilizagdo de Tecnologias Digitais de Informagdo e Comunicagao
(TDIC), no ensino de Calculo Diferencial e Integral, além de uma
proposta metodolégica para o ensino do conceito de limite de uma
fungdo. Para isso, realizaram-se diversos apontamentos e
consideragdes a partir do existente na bibliografia, sobre a
importancia da elaboragdo de atividades de investigacdo
matematica a partir do uso de tecnologias. Salienta- se, ainda, a
reconfiguragdo do papel docente, que precisa estar preparado
para lidar em uma organizagdo dinamica do espago de
aprendizagem. Por fim, é feito um estudo exploratério no qual é
apresentada e discutida uma proposta de ensino, baseada na
investigacdo matematica em sala de aula, para a abordagem do
conceito de limite de uma fungdo com o uso do software
GeoGebra.
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Abstract

This work aims to present some considerations about the
development of investigative activities supported on the use of
Digital Technologies of Information and Communication (TDIC), in
the teaching of Differential and Integral Calculus, besides a
methodological proposal for the teaching of the concept of limit of
a function. For this, several notes and considerations were made
based on what exists in the bibliography, on the importance of
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developing mathematical research activities based on the use of
technologies. It is also worth highlighting the reconfiguration of the
teaching role, which needs to be prepared to deal with a dynamic
organization of the learning space. Finally, an exploratory study is
carried out in which a teaching proposal is presented and
discussed, based on mathematical research in the classroom, to
approach the concept of limit of a function using the GeoGebra
software.

1. Introducao

Novas perspectivas tém norteado a educagédo, especialmente a Educacdo Matematica, a
fim de buscar formas de ensino e aprendizagem voltadas a construcdo do conhecimento. Dentre
essas perspectivas, o desenvolvimento de atividades investigativas no processo de ensino e
aprendizagem de conceitos matematicos vem construindo diferentes concepcbes acerca dos
curriculos e do papel do professor, tanto na Educagcdo Basica, quando no Ensino Superior
(BORBA; PENTEADO, 2012). A estrutura do curriculo deve buscar a formagédo de capacidades
intelectuais, estruturacao do pensamento e o raciocinio légico (MOTTA et al., 2011).

Entretanto, no ambito de cursos superiores das areas de Ciéncias Exatas e da Terra e
Engenharias, em decorréncia de abordagens metodolégicas tradicionais, geralmente
caracterizadas pela transmissado de conceitos e resolucédo de exercicios fechados com énfase no
treinamento algébrico, sdo apontados indices alarmantes de reprovagéo e evasao na disciplina de
Calculo Diferencial e Integral (COSTA; OLIVEIRA, 2020, VIEIRA; RIOS; VASCONCELOS, 2019,
WISLAND; FREITAS; ISHIDA, 2014, PAGANI; ALLEVATO, 2014, GARZELLA, 2013, RESENDE,
2003, BARUFI, 1999). Nesse sentido, reforca-se a concepcdo de que é preciso construir
significados conceituais por meio de aplicagdes norteadas pela investigacdo, de modo que os
estudantes estejam cientes da importancia dessa disciplina e envolvidos com a aprendizagem
(RESENDE, 2003).

Tendo em vista essa compreensio, justifica-se a construcdo de aportes tedrico-
metodolégicos sobre as novas perspectivas para o ambiente de aprendizagem. O emprego de
atividades de investigacdo matematica aliadas a incorporacao de ferramentas tecnolégicas estao
entre essas possibilidades, dadas as suas contribuigbes para uma aprendizagem mais
significativa. E importante salientar que aprendizagem significativa, segundo Ausubel (2003), o
processo de construcdo de esquemas de pensamento que relacionam conceitos novos e
anteriores, sem que haja um isolamento de conteldos. A partir disso, os papeis de professor e
alunos se reconstroem, especialmente no sentido da participacdo efetiva do estudante na sua
aprendizagem.

No entanto, a complexidade desse processo vincula-se a necessidade de uma mudanca
sistematica nos paradigmas educacionais propostos atualmente. E preciso repensar a

organizacao das instituicbes, de modo que os agentes que participam do seu funcionamento
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tenham claros os objetivos da educagado democratica, e de suas atribuigdes nesse contexto. Da
mesma forma, esta transformacgao perpassa pelos recursos materiais, até a atuacdo docente e o
estudante. Qualificar a educagao requer objetivos em comuns e relagcbes de respeito com o eu,
com o outro e com meio ambiente (LUCKESI, 2007).

Nesta perspectiva, a construgdo e incorporagdo de abordagens metodoldgicas
diferenciadas pressupdem o conhecimento acerca do papel da disciplina na formagao profissional
do estudante, de acordo com as relagdes que lhe sdo atribuidas. A partir desse processo, surgem
proposicdes didaticas e ferramentas inovadoras, que podem nortear o trabalho docente na
organizagdo pedagogica. Dentre essas propostas, as investigacbes matematicas aliadas a
incorporagdo de TDIC sdo importantes possibilidades na busca por aprendizagens mais
significativas (BARBOSA, 2001).

Dados esses apontamentos, o presente artigo tem por objetivo apresentar algumas
consideracdes acerca do desenvolvimento de atividades investigativas apoiadas na utilizagao de
TDIC, para uma aprendizagem significativa na disciplina de Calculo Diferencial e Integral. Além
disso, é apresentada uma proposta metodoldgica para o ensino do conceito de limite de uma
funcdo no software GeoGebra, por meio de uma atividade investigativa, a fim de enriquecer as
discussodes sobre as formas de organizagéo didatica, e que podera ser incorporada por docentes

nos espagos em que atuam.
2. Referencial teérico

2.1. Aprendizagem significativa

Os processos de ensino e aprendizagem estéo entrelagados de tal modo que um influencia
o outro e vice-versa. Isto €, o ensino e as suas formas de abordagem interferem diretamente na
aprendizagem dos estudantes, de forma que é necessario intervir no processo pedagdgico a partir
da identificacdo de possiveis dificuldades na aquisicdo de conhecimentos. Portanto, o trabalho
docente deve estar estruturado com base no que se observa na aprendizagem.

A aprendizagem significativa se trata de um conceito trabalhado por Ausubel (2003), a
partir de um enfoque cognitivo.

[...]1 A aquisicdo de novos significados a partir de material de aprendizagem
apresentado. Exige quer um mecanismo de aprendizagem significativa, quer a
apresentacdo de material potencialmente significativo para o aprendiz. Por sua
vez, a Ultima condigdo pressupde (1) que o préprio material de aprendizagem
possa estar relacionado de forma nao arbitraria (plausivel, sensivel e ndo aleatéria)
e nao literal com qualquer estrutura cognitiva apropriada e relevante (i.e., que
possui significado ‘légico’) e (2) que a estrutura cognitiva particular do aprendiz
contenha ideias ancoradas relevantes, com as quais se possa relacionar o novo
material. A interagdo entre novos significados potenciais e ideias relevantes na
estrutura cognitiva do aprendiz da origem a significados verdadeiros ou
psicoldgicos. Devido a estrutura cognitiva de cada aprendiz ser unica, todos os
novos significados adquiridos sdo, também eles, obrigatoriamente Unicos
(AUSUBEL, 2003, p. 17).
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Portanto, aprender significativamente requer uma base de conhecimentos em que os
novos conceitos serdo incorporados. Trata-se da elaboragdo e organizagdo de esquemas de
pensamento que relacionem conhecimentos prévios e novos, sem que aconteca um isolamento de
conteudos. Nesse processo, sdo atribuidos significados aos novos conteudos, bem como sao
construidas novas concepgdes acerca dos conceitos ja existentes na memoria do aprendiz. De
forma simplificada, é a interacao entre conhecimentos novos e antigos (AUSUBEL, 2003).

Outra ideia importante tratada pela teoria de Ausubel (2003) é a aprendizagem conceitual.
Segundo o autor, existem dois métodos gerais de aprendizagem conceitual. O primeiro refere-se a
formacgao conceitual usada por criangas no inicio de sua formacao de ideias. Ja o segundo, é o
método utilizado por criangcas em idade escolar e individuos adultos, caracterizado pela
assimilagc&o conceitual. Isto &,

Na formagéo conceitual, os atributos especificos do conceito adquirem-se através
de experiéncias diretas, através de fases sucessivas de formulacdo de hipdteses,
testes e generalizagdo. Contudo, a medida que o vocabulario de uma crianga
aumenta, adquirem-se novos conceitos, sobretudo através do processo de
assimilagao conceitual, visto que os atributos especificos dos novos conceitos se
podem definir com a utilizagdo em novas combinac¢des de referentes existentes,
disponiveis na estrutura cognitiva da crianca (AUSUBEL, 2003, p. 18).

Nesse sentido, pretende-se pensar na aprendizagem significativa e aprendizagem de
conceitos na Educacdo Matematica a partir da elaboracdo de situagcbes em que o aprendiz se
coloque diante da possibilidade de investigar novos conceitos com base no seu aporte de
conhecimentos ja existente. Entende-se, entdo, que a investigacdo de conceitos matematicos

pode estar embasada na utilizac&do de tecnologias digitais e isto é discutido a seguir.

2.2. Consideragodes acerca do desenvolvimento de investigagcao matematica e
incorporacao de tecnologias digitais no ambiente de aprendizagem de Calculo

Diferencial e Integral

Os processos de ensino e aprendizagem tém recebido énfase por pesquisadores da area
de Educacdo Matematica, especialmente na busca por alternativas pedagdgicas que coloquem o
estudante em evidéncia. No espacgo universitario, € importante que a forma de abordagem
metodologica permita relacionar os conceitos com situagdes praticas, de modo que os discentes
reconhegcam os problemas como pertencentes de suas areas de atuagao, no contexto pragmatico
(SKOVSMOSE, 2001).

O estudante do curso universitario estda em busca de uma formagéao sélida que o
capacite para o mercado de trabalho. Dessa forma, os alunos procuram um
conhecimento que seja util em sua futura vida profissional. Considerando esse
perfil, € importante que o estudante conhega onde se aplicam os conceitos
trabalhados pelo professor de Calculo, para que os conteldos estudados passem
a ter algum significado pratico (GONCALVES; REIS, 2013, p. 421).

Dada esta importancia de uma aprendizagem significativa e contextualizada, os docentes

necessitam buscar ferramentas e métodos que tornem o estudante participe no ambiente de
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aprendizagem. E imprescindivel que o aluno construa pensamento préprio, elabore relagdes entre
os objetos matematicos e suas propriedades, além de observar regularidades na resolugdo de
problemas por meio de atividades investigativas (GONCALVES; REIS, 2013). Ainda, a
contextualizagao de saberes

[...] € uma ferramenta indispensavel para a questao da transposi¢ao didatica, pois
implica recorrer a contextos que tenham significado para o aluno, envolvendo-o
nao so intelectualmente, mas também afetivamente, sendo assim uma estratégia
fundamental para a construgdo de significados. Sabemos que a falta de sentido da
aprendizagem de Calculo Diferencial e Integral origina-se, em parte, das
dificuldades decorrentes dessa transposi¢do. O aluno s6 compreende os vinculos
do conteudo estudado quando fica compreensivel para ele essa passagem. Por
isso, contextualizar no ensino de Calculo vincularia os conhecimentos aos lugares
onde foram criados e onde sao aplicados, isto &, incorporar vivéncias concretas ao
que se vai aprender e incorporando o aprendizado a novas vivéncias (BARBOSA,
2004, p. 41).

Conforme a ideia apresentada por Ausubel (2003) acerca da aprendizagem conceitual,
entende-se que as ferramentas e abordagens metodolégicas utilizadas pelos docentes do Ensino
Superior, especialmente na disciplina de Calculo, influenciam diretamentepara que ela acontega.
A utilizagado de atividades que possibilitam a investigacao permite a discussao e contextualizacao
com problemas da area de futura atuagédo, de modo que o conhecimento seja util e interessante
ao aluno, aumentando o seu valor em relagdo a importancia. Além disso, atividades de
investigacao tornam o aluno ativo no ambiente de aprendizagem, despertando sua criatividade e,
principalmente, sua autonomia sobre a aprendizagem (SILVA; VERTUAN, 2018).

Salienta-se, desse modo, que a investigacao matematica acontece a partir de problemas
abertos, em que a situagcédo ndo esta bem definida. Cabe ao investigador o papel de interpretar e
buscar solucbes. Sendo assim, & possivel haver diferentes compreensdes, sem que,
necessariamente, exista apenas uma correta. A resolugdo, por sua vez, ndo perpassa apenas
pela aplicagdo de métodos ja conhecidos. A participacdo ativa do estudante na formulacdo de
ideias acerca dos problemas matematicos € fundamental para que ele mobilize seus recursos
cognitivos e afetivos e, esse processo, € imprescindivel para a aprendizagem (PONTE;
BROCARDO; OLIVEIRA, 2003).

O conceito de investigagdo matematica, como atividade de ensino-aprendizagem,
ajuda a trazer para a sala de aula o espirito da atividade matematica genuina,
constituindo, por isso, uma poderosa metafora educativa. O aluno é chamado a
agir como um matematico, nao s6 na formulagdo de questdes e conjecturas e na
realizagdo de provas e refutagdes, mas também na apresentagéo de resultados e
na discussdo e argumentacdo com os seus colegas e o professor (PONTE;
BROCARDO; OLIVEIRA, 2003, p. 23).

O papel docente nesta perspectiva toma trés dimensdes distintas: organizar, facilitar e
mediar. A primeira dimensdo requer a organizagdo de situacbes de aprendizagem que
proporcionem a constru¢do de conceitos e procedimentos pelo educando. Na segunda dimensao,
o professor é facilitador da aprendizagem, pois é o responsavel pela construgdo do conhecimento
que o aluno nao consegue obter sozinho. Ja o professor enquanto mediador da aprendizagem

orienta e intervém na aprendizagem quando for necessario (MOTTA et al., 2011). O professor
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deve elaborar atividades que despertem o interesse do aluno, para que este se envolva na
aplicacdo de conceitos matematicos. Isso requer uma participacdo efetiva, porém, como
intermediario entre aluno e producao de conhecimento (SANTOS; BELLINE, 2016).

O professor langca questdes desafiadoras e ajuda os alunos a se apoiarem, uns
nos outros, para atravessarem as dificuldades. O professor faz a intermediagao,
leva os alunos a pensar, espera que eles pensem, da tempo para isso,
acompanha suas exploragbes e resolve, quando necessario, problemas
secundarios (ONUCHIC, 1999, p. 216).

No entanto, investigar conceitos matematicos pressupbde a utilizacdo de ferramentas
capazes de enriquecer as possibilidades de exploracdo do conhecimento. Destaca-se, entao, a
utilizacdo das TDIC, tendo em vista os apontamentos favoraveis em relacdo a sua incorporagao
no ambiente de aprendizagem. Trata-se de democratizar os processos educativos, de modo que
os estudantes tenham acesso a novas linguagens e formas de raciocinio, com base na
experimentacao e simulagao de processos e conceitos matematicos (BORBA; PENTEADO, 2012).
Isto esta estreitamente relacionado com o conceito de aprendizagem significativa de Ausubel
(2003), pois,

As tecnologias propiciam investigagbes matematicas, pois, com uma Uunica
atividade podem emergir outras perguntas, problemas, observagdo de
regularidades, investigagdes e outros conceitos podem ser retomados ou
abordados. Além disso, o professor de Calculo tem ai uma possibilidade de tornar
a abordagem de certos conceitos significativa para os estudantes, gerando novas
compreensdes em fungdo da ampliagcdo das formas de interagdo aluno-conteldo,
comparando-se com estratégias metodoldgicas classicas, que priorizam a
abordagem estatica do conteudo (RICHIT; FARIAS, 2013, p. 5).

Dessa forma, é relevante que a pratica pedagodgica esteja baseada em atividades de
investigacdo matematica, e que esse processo se encontra vinculado a utilizagdo de ferramentas
tecnoldgicas digitais. Dai a necessidade de estudos que abordem conceitos especificos de
Calculo Diferencial e Integral, na busca por amenizar a problematica apresentada na introdugao

desde trabalho.

2.3. Proposicao de uma atividade para o ensino de Calculo Diferencial e Integral:

apresentacao e justificativas

Apesar de todas as consideragdes descritas anteriormente, o trabalho pedagdgico na
disciplina de Calculo Diferencial e Integral ainda carece de atividades de investigacdo de
conceitos, especialmente com a utilizagdo de tecnologias digitais, conforme vem sendo abordado
por diversos autores nos ultimos anos (COSTA; OLIVEIRA, 2020, VIEIRA; RIOS;
VASCONCELOS, 2019, WISLAND; FREITAS; ISHIDA, 2014, PAGANI; ALLEVATO, 2014,
GARZELLA, 2013, RESENDE, 2003, BARUFI, 1999). Como consequéncia, os mesmos autores
citam dificuldades de aprendizagem e altos indices de reprovagao e evasao.

Dada essa problematica, tem-se aqui a intencdo de pensar o trabalho pedagdgico em

Calculo Diferencial e Integral a partir das contribuicbes da investigagdo matematica que foram
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apresentadas. E preciso entender a formagdo de nivel superior como a construgdo de sujeitos
com identidades proprias e capazes de estabelecer conexdes entre 0 conhecimento tedrico e o
contexto pragmatico de futura atuacao profissional. Entendemos que, para que isso aconteca, é
imprescindivel que o ambiente de aprendizagem forneca condi¢cdes para que os estudantes
compreendam conceitos, e ndo apenas apliquem propriedades operatérias de forma mecanizada.

A partir dessa concepcao, justifica-se a elaboracao de propostas pedagdgicas que tomem
como porto de partida os conceitos de aprendizagem significativa e conceitual (AUSUBEL, 2003),
e levem em consideragao as contribuicdes da incorporacéo de investigacdo matematica aliada ao
uso de tecnologias digitais para o ensino de conceitos de Calculo Diferencial e Integral. A intengao
deste trabalho ndo é descrever propriedades operatérias para a resolucdo de problemas
matematicos. Contrariamente, pretende-se apresentar uma proposta com potencial para que os
estudantes consigam desenvolver uma nogéo intuitiva acerca de um conceito.

Optou-se neste artigo por abordar o conceito de limite de uma fungao, por ser, geralmente,
o primeiro conceito fundamental estudado na disciplina de Calculo Diferencial e Integral. Uma
parcela significativa de estudantes chega ao Ensino Superior com ideias fragmentadas da
Matematica basica, e pode estar diante de varias dificuldades no estudo dos conceitos do Ensino
Superior. Por isso, é importante que as formas de abordagem possibilitem condi¢cdes de
aprendizagem mais dindmicas. Além disso, conforme é destacado por Amorim, Sousa e Salazar
(2011), esses conceitos possuem sua epistemologia geométrica, mas que acabou sendo deixada
de lado pelos docentes. Nesse sentido, buscar-se-a aqui pensar o conceito de limite a partir de

uma forma dinamica.

2.4. O limite de uma fungao

O conceito de limite de uma fungdo, de modo geral, é o primeiro a ser trabalhado no
estudo de Calculo Diferencial e Integral, pois esta associado & compreensao de outros conceitos

que o sucedem. Stewart (2012), define o limite de uma funcdo escrevendo lim f(x) = L, onde |é-
x—>a

se

“o limite de f(x), quando x tende a a, é igual a L ", se pudermos tornar os

valores de f(x) arbitrariamente proximos de L (tdo proximos de L quanto

quisermos), tomando x suficientemente proximo de a (por ambos os lados de a),
mas nao igual a a (STEWART, 2012, p. 78).

Existem diferentes formas de abordagem e que utilizam distintas representagbes para o
conceito de limite. Fuente, Armenteros e Moll (2012) apresentam cinco significagdes: grafica,
geométrica, pré-infinitesimal, infinitesimal e numérica. Obviamente, todas essas compreensdes
possuem conexao com o conceito geral apresentado no paragrafo anterior. O significado grafico
esta relacionado a representagdo grafica de funcdes e o conceito de limite. O significado
geométrico refere-se ao axioma da continuidade. O pré-infinitesimal requer um raciocinio voltado

ao “infinitamente pequeno” e o limite no infinito. A ideia infinitesimal corresponde a substituir o

REMAT, Bento Gongalves, RS, Brasil, v. 6, n. 2, p. €2002, 15 de agosto de 2020.



Tailon Thiele, Eliane Miotto Kamphorst, Carmo Henrique Kamphorst 8

valor ao qual o limite tente, e 0 pensamento abstrato de aproximagao. Ja o significado numérico
esta voltado a elaboragao de tabelas com valores a variavel independente.

Na abordagem proposta neste trabalho, estdo abordados trés desses significados
(nomeadamente: grafico, geométrico e infinitesimal). No entanto, essas representacées nao sao
tratadas de forma dissociada. Reconhece-se a importancia dos demais significados, sugerindo-se
qgue o leitor possa adaptar a sequéncia didatica de acordo com os objetivos da aula, bem como

acrescentar se lhe for conveniente.

2.5. O software GeoGebra

O GeoGebra apresenta varias possibilidades de estudo a partir de uma interface que faz
uma conexdo entre a Algebra e a Geometria, de modo que sejam realizadas investigacdes e a
compreensdo de diferentes registros de representacdo do objeto matematico. Borba, Silva e
Gadanidis (2014) discutem sobre a evolugado das tecnologias digitais na Educagdo Matematica,
dividindo-a em quatro fases, que partem do uso de computadores e calculadoras simples, até a
dinamicidade digital e interatividade, no momento atual. Os autores situam o GeoGebra dentro
dessas Ultimas caracteristicas, evidenciando o seu valor pedagdégico dentro das ferramentas
tecnoldgicas disponiveis.

Além disso, Jardim et al. (2015) destacam que & necessario possibilitar a condicdo de
participacao ativa ao estudante, uma vez que apenas visualizagdes abstratas nao sao suficientes
para uma boa compreensao do conteudo. Isso fica mais evidente no estudo de limites, pois muitas
vezes € o primeiro contato dos estudantes com a Matematica do Ensino Superior. Segundo os
autores, o GeoGebra é uma boa alternativa para atividades exploratérias.

Outra vantagem que deve ser destacada, e que nao diz respeito ao seu valor pedagdgico,
€ que se trata de uma ferramenta de acesso livre, de modo a permitir que qualquer estudante ou
professor possa facilmente té-lo em seu proprio dispositivo eletronico. As versdes originais podem

ser baixadas em https://www.geogebra.org/download. Neste trabalho, a versao utilizada pelos

autores é a “GeoGebra Classico 5”.

2.6. Algumas propostas para abordagem do conceito de limite com o GeoGebra

disponiveis na literatura

O ensino de limites com o auxilio do software GeoGebra vem sendo abordado em alguns
trabalhos ja publicados. Jardim et al. (2015) propoem um modelo de atividade na forma de “quiz”,
em que os estudantes sdo desafiados a analisar o grafico da fungcao e responder algumas
questbes especificas acerca do seu comportamento em relagao ao limite. Além disso, os autores
acrescentam a possibilidade do estudo do limite a partir de controles deslizantes.

Silva e Becker (2018) apresentam uma proposta metodolégica do estudo do limite com o

GeoGebra a partir de um objeto de aprendizagem. Nesse modelo, a investigacao ¢é feita de modo
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mais abstrato, a partir da aplicagdo do conceito em problemas da geometria, especificamente
comprimento e area. Fonseca e Henriques (2016), também sugerem a utilizacido do GeoGebra no
ensino de limites. Esses autores relatam resultados positivos de uma atividade realizada em um
curso de formacao inicial de professores de Matematica.

Como é notavel, as propostas citadas anteriormente foram publicadas recentemente,
evidenciando que ainda ha caminhos para se percorrer quanto a um melhor aproveitamento desta
ferramenta no ambiente de aprendizagem, especificamente no estudo de limites. Isso reforca a
importancia do desenvolvimento de mais trabalhos com propostas metodolégicas com potencial
pedagogico, atingindo cada vez mais docentes de Calculo Diferencial e Integral e demais
interessados.

A proposta apresentada a seguir também apresenta uma forma de abordagem exploratéria
do conceito de limite de uma funcdo no GeoGebra. Em comparagao com as ideias de Jardim et al.
(2015), Silva e Becker (2018), e Fonseca e Henriques (2016), pretende-se dar ainda mais
autonomia aos estudantes, especialmente a partir de uma atividade construida inteiramente pelos
proprios alunos. A intencdo nao esta restrita a responder questoes especificas, mas sim em
fornecer a possibilidade de um entendimento amplo e intuitivo do conceito de limite, qualquer que

seja a fungao analisada.

3. Proposta metodolégica para o ensino de limite

Na Figura 1 é apresentada uma imagem geral da interface inicial do software. Inicialmente,
€ possivel visualizar algumas ferramentas basicas como a janela de algebra, a janela de
visualizacao grafica, barra de menus, barra de ferramentas e a janela de entrada de comandos.

Figura 1 — Interface inicial do software GeoGebra.
2t GeoGebra Classic 5 -8 n

Arquivo Editar Exibir Opches Feramentas Janela Ajuda @ BARRA DE MENUS Entfrar..
N Al 3 t ol sy 2T = l|[a=
R 1 oAU~ PO 2 N =52l o3 <: BARRA DE FERRAMENTAS

» Janela de Algebra % [ » Janeta ge visualizagio

JANELA DE ALGEBRA 2

<:| JANELA DE VISUALIZAGAO GRAFICA

Enfrada: - ] JANELA DE ENTRADA DE COMANDOS

Fonte: Elaboracdo dos autores (2018).
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Utilizar-se-& como exemplo a fungdo polinomial f(x) = x* + 2x + 1. Insere-se a fungéo na
janela de entrada de comandos. O grafico da funcao é apresentado na Figura 2.
Figura 2 — Grafico da funcéo f(x) = x> + 2x + 1.

¥ GeoGebra Classic 5 - 5 IEN|

Arquivo Editar Exibir Opgbes Ferramentas Janela Ajuda

Enfrar
. = S . -

N A . Wiralirg N || a=2

o LA AN Bl COLE D o 1 N 2520 <

b Janela de Algebra < | ¥ Janela de Visualizacio
Funcdo
@ ix)=x"+2x+1

FUNGAO f(x)

Entrada

Fonte: Elaboracdo dos autores (2018).

Na sequéncia, sugere-se a analise do limite da fungcdo f(x) quando x tente a 0. Para isso,
insere-se um ponto A sobre o eixo das abscissas, por meio da barra de ferramentas.
Posteriormente, insere-se uma reta perpendicular (reta g ) no ponto A em relagcdo ao eixo das
abscissas (isso também é possivel fazer com o auxilio da barra de ferramentas). Em seguida,
busca-se na barra de ferramentas a opcao de “ponto de intersecc¢ao entre dois objetos”, e, depois
se seleciona a reta g e o gréfico da fungdo f(x), criando o ponto B (ponto de interseccéo entre
areta g e o grafico). Na Figura 3 é possivel visualizar todos esses passos concluidos.

E possivel visualizar na janela de algebra a fungdo f(x), o ponto 4 (ponto sobre o eixo
das abscissas), o ponto B (intersecgao entre a reta g e o grafico de f(x), além da reta g .

Sugere-se agora que, utilizando o botao direito do mouse sobre a janela de visualizagao gréfica,
seja usada a opcao “zoom” para que a andlise seja mais precisa. Em seguida, na barra de
ferramentas, usa-se a opg¢ao “mover”. Posteriormente, com o auxilio do mouse, move-se o ponto

A (na janela de visualizagao grafica), até o ponto (—1,0), conforme a Figura 4.
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Figura 3 — Reta perpendicular ao eixo das abscissas e ponto de intersecgao entre areta e o

graficode f(x).

v

Arquivo Editar Exibir Opgles Ferramentas Janela Auda

¥ Janela de Algebra
Fungio
® f(x) =x"+2x+1
Ponlo
® A-(0.63.0)
® B-=(0.53, 256)
Rata
® gx-063

% | » Janela de Visualizagio

o ||t LR e AP P

&

1382744

Entrar.

Entrada

Fonte: Elaboracdo dos autores (2018).

Figura 4 — Ponto 4 (-1,0).

o

Arquivo Editar Exibir OpgOes Femramentas Janela Ajuda

} Janela de Algebra x| [ ¥ Janela de Visualizagao
Fung3o U
® f(x) =x*+2x+1
Ponto

® A=(1,0)

® B=(1,0)

Reta

® gx=1

DAL~ B OIORAIN

GeoGebra Classic 5

Entrar

Entrada:

Fonte: Elaboragao dos autores (2018).

Na janela de algebra é possivel visualizar que o ponto B também é igual a (—1,0). Como o

ponto B esta sobre o grafico da funcao e representa a intersecgéo entre o eixo das abscissas e 0

eixo das ordenadas, é possivel concluir que quando x=-1, y =0, pois y depende da variavel

independente x . A partir de agora, observa-se somente o valor das coordenadas do ponto B .
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Utilizando novamente a ferramenta “mover”, sugere-se que o ponto A seja movido
lentamente em direcao a x =0, sem necessariamente chegar a 0 . Repita esse procedimento
mais uma vez e observe os valores das coordenadas do ponto B (na janela de algebra). Aqui,
observamos que, quando x tende a 0 pela esquerda, o valor de y se aproxima de 1. Por

exemplo, quando x =—1; y chega muito préximo de 1 (y =0,81), conforme a Figura 5.

Figura 5 — Quando x tendea 0, y se aproxima de 1.
o GeoGebra Classic 5

Arguiva Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda

B S el 2l [P N [ [

b Janela de Algebra > | » Janela de Visualizagao

. Funcao a
@ F(x) = x4+ 2x4+1
(o H=]
- — ‘E 0.

0.8

0.5

03

-0:1

Entrada:

Fonte: Elaboracdo dos autores (2018).

Portanto, isso sugere que o limite de f(x) quando x tende a 0 pela esquerda é igual a 1.

Agora, sugere-se que seja feito o mesmo processo quando x tende a 0 pela direita. Para

isso, move-se o ponto A para as coordenadas (1,0), conforme a Figura 6.
E possivel visualizar no grafico, bem como na janela de algebra, através do ponto B(1,4),
que para essa fungédo, quando x=1, y=4 . Novamente, observa-se somente o valor das

coordenadas do ponto B.
Sugere-se agora a movimentagcao lenta do ponto 4 em direcdo a x=0, sem
necessariamente chegar a 0 . Repetindo o movimento, nota-se (no ponto B ) que quando o valor

x tente a 0, o valor de y se aproxima de 1. Por exemplo, quando x =0,1; o valor de y chega

muito proximo de 1 (y =1,21), conforme a Figura 7.
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o

Figura 6 — Ponto A(1,0).

~ S A Al .
» Janela de Aigebra

Fungdo

® f(x) =x"+2x41

Ponto

® gx=1

Entrada:

Arquivo Editar Exibir Opgbes Ferramentas Janela Ajuda

Dl B N 22«

.

x| | » Janela de Visualizagao

GeoGebra Classic 5

) |

Entrar

=

Fonte: Elaboracdo dos autores (2018).

Figura 7 — Quando x tendea 0, y se aproximade 1.

» Janela de i.lgenra

- Funcao

L F(x) =x"4+2x+1
- Ponto

@ B={0.1,1.21)
=P

L. g: x=0.1

Entrada:

Arquivo Editar Exibir Opgles Ferramentas Janela Ajuda

A @<l

>/ | » Janela de Visualizagao

a=2

——

GeoGebra Classic 5

oz

Fonte: Elaboragao dos autores (2018).

Portanto, isso sugere que o limite de f(x) quando x tende a 0 pela direita é igual a 1.

Logo, se o limite de f(x) quando x tende a 0 pela esquerda é igual a 1, e quando tende

a 0 pela direita, também é igual 1, é provavel que o limite de f(x) quando x tende a 0 seja
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igual a 1. Isso pode ser constatado quando se move o ponto 4 sobre as coordenadas (0,0) .
Nesse caso, observando as coordenadas do ponto B, vemos que quando x =0, y =1, conforme

a Figura 8.

Figura 8 — Limite de f(x) quando x tende a 0 é igual a 1.

<

Arquivo Editar Exibir Opcles Ferramentas Janela Ajuda

RIS <R

GeoGebra Classic 5

| ke

Entrar.

» Janela de Algebra X | » Janela de Visualizagéo X
Fungio i a
@ F(x) =2 42x+1
Ponto =3

~@ g:x=0

Entrada v

Fonte: Elaboracdo dos autores (2018).

Além disso, o software GeoGebra possui 0 recurso do Calculo Simbdlico (CAS). Com essa
ferramenta, é possivel realizar calculos auxiliares, como, por exemplo, o limite de uma fungao.
Assim, pode-se realizar a confirmacao do resultado obtido através da andlise grafica. Para utiliza-
lo, € necessario buscar na Barra de Menus a opcao “exibir’ e posteriormente “Calculo Simbdlico
(CAS)”. Na nova janela que se abrira, utiliza-se o comando “Limite (<Expressdo>, <Valor>)".
Substitui-se “<Expressao>" por “f(x)” e “<Valor>" por “0”. Em seguida, clica-se na opgao “Valor
Numérico”, na barra de ferramentas. O software confirmara o valor encontrado na analise grafica,

conforme a Figura 9. Portanto, conclui-se que lirr&xz +2x+1=1.
xX—>
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Figura 9 — Utilizacao da ferramenta “Calculo Simbdlico” para confirmacao do resultado da analise
grafica.
e GeoGebra Classic 5

Arquive Editar Exibir OpcSes Ferramentas Janela Ajuda

K1 A~ LSl =2 2]

» .Janela de Algebra P Calculo Simbdlico (CA Janela de Visualizagdo

7 Raican = 1 Lirnitefex), 0) T g

gy Fx) =x"+2x+1

1 a
2 |
3
2
1
.
4 3 -z 1 o 1

-1
-2

Entrada:

Fonte: Elaboracdo dos autores (2018).

4. Analise e discussao da proposta apresentada

A partir do desenvolvimento da atividade descrita anteriormente, os estudantes podem

construir concepgdes proprias acerca do conceito de limite. Ao analisar graficamente o valor de x
tendendo a 0 (sem chegar a 0 ), e o valor de y se aproximando de 1, tanto pela esquerda

guanto pela direita, espera-se que os alunos desenvolvam uma nogéo intuitiva de limite de uma
funcao.

Definindo intuitivamente o conceito de limite de uma fungdo, os estudantes poderiam
pensar como sendo o comportamento de uma fungdo quando sua variavel independente tende a
determinado valor. Essa tendéncia esta intimamente relacionada ao sentido de aproximacéo.
Outra nocao intuitiva poderia estar relacionada ao comportamento da variavel dependente em
relacdo a aproximacao da variavel independente para determinado valor. Apdés uma discussao
coletiva, sugere-se que o docente retome o conceito geral de limite, tal qual descrito por Stewart
(2012) ou outro autor.

Nota-se a possibilidade de existirem diferentes respostas para a nocéo intuitiva de limite,
que é o foco da atividade proposta. Isso evidencia o seu teor investigativo, conforme a ideia
apresentada no referencial tedrico deste trabalho. De acordo com Ponte, Brocardo e Oliveira

(2003), a investigacao matematica acontece quando o estudante é desafiado a mobilizar recursos
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cognitivos para a formulagido de ideias sobre problemas matematicos. Da mesma forma, é
possivel tomar a atividade proposta como aberta, uma vez que é passivel de adaptacdes, estudar
outros tipos de funcbes, bem como recorrer a outros conhecimentos estudados anteriormente,
especialmente da Matematica basica.

Outra questao importante a ser abordada é a contribuicdo das tecnologias digitais no
contexto da matematica investigativa. Percebe-se na proposta para o ensino de limite, que os
estudantes estao diante da possibilidade de experimentar e simular diferentes situagdes com o
objeto de estudo. Por exemplo, movimentar os objetos na janela de visualizacao grafica e verificar
as aproximacdes tanto no grafico quanto na janela de algebra, ndo poderia ser realizado
dinamicamente sem um software. Trata-se de ampliar as linguagens e, consequentemente, as
formas de interagao entre o aluno e conteudo, assim como mencionam Borba e Penteado (2012)
e Richit e Farias (2013).

A abordagem dindmica do conceito de limite no GeoGebra ajuda a resgatar sua natureza
geométrica. Amorim, Sousa e Salazar (2011), ao se referirem ao ensino de Calculo Diferencial e
Integral, destacam que as abordagens pedagodgicas tém deixado de lado essa epistemologia, e
focado no seu estudo algébrico. Portanto, a proposta busca justamente repensar esse trabalho
pedagdgico na perspectiva de dinamizar o processo de aprendizagem. Resultados apontados por
Richit et al. (2012), Jardim et al. (2015), Silva e Becker (2018) e Fonseca e Henriques (2016)
relatam o enriquecimento das discussbes ao trabalharem com esta ferramenta. Segundo os
autores, foi possivel relacionar as diferentes representagdes sem enfrentar grandes dificuldades,
além de observarem maior envolvimento dos alunos.

Todas essas consideragbes permitem uma relacdo com a aprendizagem significativa e
conceitual (AUSUBEL, 2003). Durante o processo de investigacdo, o aprendiz esta diante de
situacdes em que precisa recorrer a conhecimentos anteriores, desde as nog¢des basicas do plano
cartesiano, até o conceito de funcio e a sua representacao grafica. Sdo conhecimentos prévios,
necessarios para a aprendizagem do novo conceito. Ndo ha como conceituar limite sem uma
gama de conhecimentos anteriores, que irdo se entrelagar, caracterizando a aprendizagem
significativa. Da mesma forma, a aprendizagem conceitual acontece a partir do momento em que
é feita a generalizagéo da ideia. Ou seja, a partir do estudo desta fungéo, o aluno deve perceber a

nocao de limite para toda e qualquer funcao.

5. Consideracgoes finais

Diante dos diversos apontamentos realizados no referencial teérico deste trabalho, fica
evidente que a realizagdo de atividades de investigacdo matematica pode ser uma importante
aliada na busca pela aprendizagem significativa e conceitual. As TDIC vém como ferramentas que
complementam esse processo a partir da possibilidade de colocar o aprendiz diante de situagdes

que dificilmente estariam disponiveis de outra forma. E, portanto, ao levar em consideragdo os
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problemas de ensino e aprendizagem em Calculo Diferencial e Integral, € notavel que a
incorporacao de formas de abordagem inovadoras tem potencial significativo para amenizar esta
problematica.

A proposta para o ensino do conceito de limite de uma funcao apresentada neste trabalho
busca fornecer uma possibilidade metodolégica para professores da disciplina de Calculo
Diferencial e Integral, tendo como foco justamente estudar a Matematica de forma investigativa
para a construgao do conceito de forma dindmica e significativa. Pretende-se, tdo breve seja
possivel, aplicar a metodologia em sala de aula, a fim de se obter resultados praticos.

Por fim, vale destacar que por mais autonomia que o estudante tenha, o trabalho docente
continua sendo imprescindivel para a aprendizagem. A condigdo de orientar em um ambiente de
aprendizagem dinamico e coletivo faz do professor a ligagdo entre o aprendiz e o conhecimento,

assim como mencionam Santos e Belline (2016).
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