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Resumo

Modelos discretos ndo sdo populares em andlise de
sobrevivéncia. Isso se deve principalmente a escassez de
trabalhos que abordam a analise de dados discretos na presenca
de censura. Desta forma, a possibilidade de analisar um conjunto
de dados discretos por meio de um modelo continuo certamente
traz facilidade a andlise desses dados. Neste contexto, este
trabalho propde guias de decisdao que podem auxiliar um
pesquisador decidir sobre o uso de um modelo continuo na
anadlise de dados de sobrevivéncia originalmente discretos. Esses
guias de decisdo foram obtidos por meio de simulacdes de Monte
Carlo e levam em consideragdo o tamanho da amostra, o
percentual de censura e a propor¢ao de observagdes empatadas.
Os guias de decisédo foram aplicados em trés conjuntos de dados
obtidos na literatura e se mostrou uma forma simples de decidir
quando um modelo continuo pode ser considerado para o ajuste
de dados discretos.
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Abstract

Discrete models are not popular in survival analysis. This mainly
occurs due to the lack of works modeling censored discrete data.
Thus, the possibility of analyzing discrete data sets through a
continuous model certainly makes this analysis a little easier. In
this context, this paper proposes decision guides to help a
researcher to decide about the use of a continuous model in the
analysis of originally discrete-data survival. These decision guides
were obtained through Monte Carlo simulations, considering the
sample size, the censored percentages and the proportion of ties
observations. The decision guides were applied in three data sets
obtained in the literature and which showed a simple way to decide
when a continuous model can be considered to modelling discrete
data.

1. Introducao

Em Analise de Sobrevivéncia, existem problemas em que os dados sao coletados em sua

forma discreta devido a imprecisbes nas mensuragbes (quando o tempo é medido em dias, ou
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meses completos, por exemplo). Nestes casos, o dado nao é originalmente discreto. De fato, o
tempo é continuo e o que ocorre é que a mensuracdo do tempo € limitada. A principal
caracteristica neste caso é a observagdo de um grande numero de tempos empatados. Esse
problema pode ser tratado como um caso particular na metodologia de dados grupados, ao
considerar intervalos de tempo unitarios.

Por um outro lado, existem casos em que os dados de sobrevivéncia s&o originalmente
discretos, quando o tempo é medido em ciclos, impactos sofridos ou sessdes de um tratamento,
por exemplo. Em geral, isso ocorre em problemas em que o tempo € representado por meio de
dados de contagem. Nestas situacbes, o que se faz na pratica € considerar que esses dados
poderiam ser continuos e realizar a analise por meio de um modelo continuo (NAKANO;
CARRASCO, 2006). Uma outra possibilidade & analisar esses dados discretos por meio da
metodologia de dados grupados, com base em um modelo continuo e considerando intervalos de
tempos unitarios.

Na dultima década, é possivel encontrar na literatura uma série de trabalhos que
apresentam propostas de distribui¢gdes discretas. Entre outros, pode-se citar Aimalki e Nadarajah
(2014), Bakouch, Jazi e Nadarajah (2014) e Nekoukhou e Bidram (2015). No entanto, o uso de
modelos discretos ndo € uma pratica comum na area de analise de sobrevivéncia. Isso se deve
principalmente a escassez de trabalhos e procedimentos computacionais que abordam modelos
discretos na presenca de censura.

Neste contexto, o objetivo deste trabalho foi verificar em quais situagdes é aceitavel utilizar
um modelo continuo ou a metodologia de dados grupados para analisar dados discretos (dados
originalmente discretos) de sobrevivéncia. Mais especificamente, este trabalho propds guias para
o uso de modelos continuos (adotando-se ou ndo a metodologia de dados grupados) na analise
de dados discretos de sobrevivéncia. Por se tratar de dados de sobrevivéncia, optamos neste
trabalho por adotar a distribuicao Weibull e lognormal. A distribuicdo Weibull foi escolhida por ser
uma distribuicdo muito utilizada na modelagem de dados de sobrevivéncia devido a sua
versatilidade e relativa simplicidade (RINNE, 2008), além de possuir a sua “versao discreta”, dada
pela distribuicao Weibull discreta de Nakagawa e Osaki (NAKAGAWA; OSAKI, 1975).
Adicionalmente, a escolha da distribuicdo lognormal foi devido ao fato da mesma permitir fungdes

de risco ndo mondtonas.
2. Metodologia

2.1. Distribuicées Weibull e Weibull discreta

A distribuicdo Weibull foi proposta originalmente por Wallodi Weibull em 1951 (WEIBULL,
1951) e, desde entio, devido em grande parte a sua simplicidade e flexibilidade, tem sido uma

das distribuicdes de probabilidades mais utilizadas na modelagem de dados biomédicos e também
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industriais. Sua funcdo de densidade, fungcao de sobrevivéncia e fungdo de risco sdo dadas,

respectivamente, por:

() = axt® e ) t >0,
S =e M t>0e 1)
h(t) = axt® 1, t > 0.

Em (1), a > 0 e A > 0 sdo os parametros de forma e escala, respectivamente.

A distribuicdo Weibull discreta de Nakagawa e Osaki (1975) pode ser obtida agrupando os
tempos em intervalos unitarios (NAKANO; CARRASCO, 2006). A partir de (1) e considerando q =
e, as fungdes de probabilidade, sobrevivéncia e risco da distribuicdo) Weibull discreta sdo dadas
por:

f® =q¢"—q* t=0,12, ..
S(t) =qt* Y, t=0,1,2, ...e 2)
h(t) =1— gt = +=0,1,2, ..
emque a >0 e a<q <1 sao os parametros da distribuicdo. Assim, como na distribuicao Weibull
continua, a funcao de risco da distribuicdo Weibull discreta € mondétona decrescente se a < 1,
constante se a = 1 e mondtona crescente se @ > 1 (VILA; NAKANO; SAULO, 2019).

2.2. Distribuigcoes lognormal e lognormal discreta

A distribuicao lognormal é uma distribuicdo bastante utilizada na modelagem de dados de
sobrevivéncia. Isto esta relacionado ao fato da mesma permitir acomodar fungdes de risco
unimodais, o que pode ser adequado em diversas situagdes praticas. Uma variavel aleatéria T
tem distribuicao lognormal se Y = log (T) tem uma distribuicdo normal. Assim, a fungao densidade,
a funcdo de sobrevivéncia e a fungéo risco da distribuicdo lognormal sdo dadas, respectivamente,

por:

_ 1 _1(log® — Y’
f(t)—atmexp{ 2( > )} t>0,

S(t)=1—<b<w>, t>0e 3

h(t) =1—qt D=t +=0,1,2, ...

Em (3), —co < u <o e g>0 sdo os parametros de locacao e escala, respectivamente, e
@ ¢é a fungao de distribuicdo acumulada da normal padrao.

De forma similar a distribuicdo Weibull discreta, a distribuicdo lognormal discreta pode ser
obtida agrupando os tempos em intervalos unitarios. Assim, as fungbes de probabilidade,

sobrevivéncia e risco da lognormal discreta podem ser escritas como:
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f(t)=¢<w#>—¢<w>, t=0,1,2, ..

S(t)zl_q;(w), t=0,1,2 ..e
4)
(D<10g(t +1) —u) B (D<10g (1) —u)
h(t) = ? ? t=0,1,2, ..
1_¢<10g(t0-)_y> ) ) ) )

Em (4), —co<u<o e >0 sao os parametros da distribuicao e ® ¢é a funcdo de

distribuigdo acumulada da normal padrao.

2.3. Fungéo de verossimilhanga

Considerando um mecanismo de censura a direta, a fungdo de verossimilhanga pode ser
obtida de modo que a contribuigao do i-ésimo individuo da amostra é dada pela:
e funcao densidade de probabilidades (ou funcao de probabilidade, no caso discreto), f(t),
se o i-ésimo individuo falhar no tempo ¢;
¢ fungao de sobrevivéncia, S(t), se o i-ésimo individuo for censurado no tempo ¢.
Assim, a funcao de verossimilhanca é dada por
1o = [re] [se
ieF igF
em que 6 € o vetor de parametros a serem estimados e F' denota o conjunto de individuos que
falharam (ndo censurados).
Uma outra possibilidade de analisar dados discretos de sobrevivéncia é por meio da
metodologia de dados grupados, com base em um modelo continuo e considerando intervalos de

tempos unitarios. Neste caso especifico, o j -€simo intervalo de tempo € definido por ; = [j,j +

1),j=0,1,2, ..,k emque k é o numero de tempos distintos observados.
Neste caso, a funcao de verossimilnanca pode ser obtida de modo que a contribuicdo do
i -ésimo individuo da amostra é dado por (HASHIMOTO, 2008; BIAZATTI, 2017):
e Se 0 i-ésimo individuo falhar no j -ésimo intervalo, sua contribuicdo para a fungao de

SG+1).
MO
e Se 0 i-ésimo individuo sobreviver (ou seja, estiver sob risco) no j -ésimo intervalo, sua

verossimilhanga é dada por 1 —

contribuicdo para a fungéo de verossimilhanga é dada por %&1)

e Se 0 i-ésimo individuo for censurado no j -€simo intervalo, sua contribuigdo para a fungéo

5(;+1))l
2

de verossimilhanca é dada por ( SO

REMAT, Bento Gongalves, RS, Brasil, v. 6, n. 2, p. e4002, 25 de julho de 2020.



Uma proposta de orientagédo para o uso de modelos continuos em dados de sobrevivéncia discretos 5

Assim, segundo a metodologia de dados grupados, a funcdo de verossimilhanga é dada

por:

k 1
~ SG +1) SG +1) SG + DJ?
L(G)‘g Q[l— SO ] ﬂ B 1:[[ s ||

em que 0 é o vetor de pardmetros a serem estlmados, F; denota o conjunto de individuos que

falharam no j -ésimo intervalo, R; denota o conjunto de individuos sob risco no j -ésimo intervalo

e C; denota o conjunto de individuos censurados no j -ésimo intervalo.

2.4, Avaliagao do desempenho dos modelos e simulagao dos dados

As simulacgdes apresentadas neste trabalho tém como objetivo comparar as estimativas da
funcao de sobrevivéncia pelos modelos discreto e continuo e pela metodologia de dados grupados.
Estimativas da fungdo de sobrevivéncia foram obtidas pelo estimador de Kaplan-Meier (KAPLAN;
MEIER, 1958) e por meio das trés metodologias, verificando em quais situagcbes pode ser razoavel
decidir pelo uso de distribuicbes continuas (considerando ou ndao a metodologia de dados
grupados) na analise de dados discretos. O critério para a tomada desta decisao sera baseado no

tamanho da amostra, percentual de censura e em uma medida de Proporcado de Empates ( pe ),

proposto por Chalita, Colosimo e Demétrio (2002):
_d—k
pe - n ’

em que n € o tamanho da amostra, d é o numero total de falhas e £ é o nimero total de falhas
distintas observadas na amostra.
Os modelos serao avaliados por meio do Erro Absoluto Médio ( EAM ) das estimativas da

funcao de sobrevivéncia, definido por:
k
1 ~ ~
EAM = ;Z |S(t;) = Skm (). (5)
j=1

em que S() é a estimativa da funcdo de sobrevivéncia por meio das trés metodologias e Sk () é a
estimativa de Kaplan-Meier da fungéo de sobrevivéncia. Em (5), ¢; (j =1, 2, .., k) s&o os tempos
de falhas distintos.

A discordancia entre as estimativas das fungcbes de sobrevivéncia obtidas pelos modelos
discreto e continuo (com ou sem dados grupados) sera avaliado por meio da Divergéncia Absoluta
Média ( DAM ), definida por:

J
I (e 0 o
DM =7 [5.0) = S0, 6)
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em que ] = max{ty, ty, .., t,}, S.() é a estimativa da funcéo de sobrevivéncia obtida pelo modelo
continuo (com ou sem dados grupados) e S,(.) é a estimativa da fungdo de sobrevivéncia obtida
pelo modelo discreto.

O estudo de simulagao considerou amostras de tamanho n = 20, 30, 40, 50, 60, 70, 80, 90,
100, 200 e 500 com 0%, 10%, 20%, 50% e 75% de censura. As amostras dos tempos de
sobrevivéncia discretos foram geradas segundo as distribuicdes Weibull e lognormal discretas e
considerando um mecanismo de censura aleatério. Os Apéndices A e B apresentam os
procedimentos adotados para a geracdo dos tempos censurados. Os dados foram gerados
considerando diversos valores para os parametros, segundo uma distribuicdo de probabilidade.
Os valores do parametro a da distribucdo Weibull discreta foram escolhidos aleatoriamente
segundo uma distribuicdo uniforme no intervalo (0,25 ; 2) e os valores do parametro ¢ segundo
uma distribuicdo uniforme no intervalo (0,6 ; 0,99). Ja os pardametros u e ¢ da distribuicdo
lognormal discreta foram escolhidos de acordo com distribuicées uniformes nos intervalos (-1 ; 3)
e (0,25 ; 5), respectivamente. Esse procedimento permitiu simular os dados para uma vasta gama
de valores dos parametros e também garantiu variacao nos valores da proporgéo de empates ( pe )
nas amostras geradas.

Neste estudo de simulagcado foram realizados M = 10.000 réplicas de Monte Carlo. Para
cada uma dessas M amostras, os respectivos modelos foram ajustados segundo as trés
metodologias (modelo discreto, modelo continuo e dados grupados) e foram obtidos os valores do
EAM e da DAM (Expressdes 5 e 6). Note que as estimativas de maxima verossimilhanga dos
modelos Weibull e lognormal continuo ndo podem ser obtidas no caso em que pelo menos uma
observacao nao censurada € igual a zero. Nestes casos, para a estimagdo dos parametros do

modelo continuo, os valores de ¢ iguais a zero foram substituidos por ¢ =0,5.

3. Resultados das simulagoes e definicao dos pontos de corte

A Figura 1 apresenta os valores do EAM de acordo com os percentuais de empates ( pe ).

Os valores do EAM foram obtidos segundo as distribuicdes Weibull e lognormal (discretos,
continuos e segundo a metodologia de dados grupados) e considerando uma amostra de n =100
observagdes e 10% de censura.

Como pode ser visto na Figura 1, a proporgdo de empates ( pe ) ndo influencia o valor do
EAM quando a inferéncia é realizada pelas distribuicdes discretas. Este € um resultado esperado,
visto que os dados sdo provenientes de distribuicbes discretas. Ja os EAMs das andlises
realizadas por meio de suas respectivas distribuicdes continuas ou por meio da metodologia de
dados grupados aumentam a medida que crescem os valores da pe . Esses mesmos

comportamentos foram observados nos modelos Weibull e lognormal e também para diferentes

tamanhos de amostras e percentuais de censura. Esse resultado mostra que a inferéncia de
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dados de sobrevivéncia discretos por meio de distribuicbes continuas (mesmo que via

metodologia de dados grupados) nao é adequado, quando a amostra apresenta alta proporgcao de

valores empatados.

Figura 1 — Valores do EAM de acordo com os percentuais de empates ( pe ) para amostras de
tamanho n =100 e 10% de censura.
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Fonte: Dados da pesquisa (2020).

Para verificar o quanto as estimativas da funcdo de sobrevivéncia obtidas pelo modelo

continuo (com e sem dados grupados) divergem do modelo discreto, os valores da DAM foram

obtidos. A Figura 2 apresenta os valores da DAM de acordo com os percentuais de empates

( pe ) segundo as distribuicdes Weibull e lognormal (discretos, continuos e segundo a metodologia

de dados grupados) e considerando uma amostra de n = 100 observagdes e 10% de censura.

Como esperado (visto que o EAM independe da pe para o modelo discreto), a DAM também

aumenta a medida que crescem os valores da pe .
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Figura 2 — Valores da DAM de acordo com os percentuais de empates ( pe ) para amostras de
tamanho n =100 e 10% de censura.
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Fonte: Dados da pesquisa (2020).

3.1. Obtencgao dos pontos de corte para pe

Como visto pelos resultados apresentados na Figura 2, a medida que a proporcao de
empates ( pe ) aumenta, maior é a divergéncia entre as estimativas da fungdo de sobrevivéncia
obtidas pelos modelos continuos quando comparado com o modelo discreto (que € o padrao-ouro).
No entanto, é importante destacar que essa divergéncia ( DAM ) é pequena para baixos valores
da pe . Desta forma, é interessante definir pontos de corte para que o pesquisador possa decidir
(a partir da pe observadas em sua amostra), se é razoavel realizar a analise por meio de um
modelo continuo (optando ou ndo pela metodologia de dados grupados). Assume-se, neste
trabalho, que o uso de um modelo continuo em dados discretos é razoavel desde que
DAM < 0,05. Isto significa que a estimativa da fungdo de sobrevivéncia ndo ira divergir, em

meédia, por mais de 0,05, quando comparado com seu respectivo modelo discreto.
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Neste contexto, este trabalho propde a adogao de dois pontos de corte (Corte 1 < Corte 2)

para a pe, de forma que se pe < Corte 1, 0 uso de um modelo continuo em dados discretos sera
considerado razoavel e se pe > Corte 2, deve-se utilizar um modelo discreto para a analise dos

dados. Para definir estes pontos de corte, primeiramente é importante listar os quatro possiveis
resultados na tomada de decisdo: 1) Erro | — Dizer que o modelo continuo é adequado quando

ndo é ( pe < Corte 1 e DAM > 0,05); 2) Acerto | — Dizer que o modelo continuo é adequado
quando é ( pe < Corte 1 e DAM < 0,05); 3) Acerto Il — Dizer que o modelo continuo ndo é
adequado quando nado é ( pe > Corte 2 e DAM > 0,05); e 4) Erro |l — Dizer que o modelo
continuo n&o é adequado quando € ( pe > Corte 2e DAM <0,05).

Neste trabalho, os Cortes 1 e 2 foram especificados de forma controlar os Erros | e Il. O
Ponto de Corte 1 é definido como o maior valor cuja probabilidade do Erro | (estimado por meio
dos valores obtidos nas simulagdes de Monte Carlo) ndo ultrapasse 5%. Assim, 0 uso de um

modelo continuo em dados discreto sera razoavel se pe < Corte 1. De forma similar, o Ponto de

Corte 2 é definido como o menor valor cuja a probabilidade do Erro Il ndo ultrapasse 5%. Desta

forma, pe > Corte 2 indica a necessidade do uso de um modelo discreto.

Para uma amostra de tamanho n = 100 e 10% de censura, os pontos de corte para a
proporcao de empates para o modelo Weibull continuo foram: Corte 1 = 0,77 e Corte 2 = 0,80. Isto
€, uma amostra de 100 observacdes discretas com 10% de censuras e propor¢cao de empates
menor que 0,77 pode ser modelada por meio de uma distribuicdo continua. No entanto, se essa
amostra apresentar uma proporcao de empates maior que 0,80, isto significa que nao é adequado
realizar a analise desses dados por meio de uma distribuicdo continua. Note que se

Corte 1 < pe < Corte 2, a decisdo de aceitar (ou rejeitar) um modelo continuo gera Erros | e |l

maiores que 5%. Nestes casos, o diagnoéstico sera considerado inconclusivo e, portanto, a decisao
sobre o uso de um modelo continuo deve ser feita a partir da DAM obtida. Esse mesmo
procedimento pode ser aplicado para a distribuicao lognormal (ou qualquer outra distribuicdo de
probabilidades) e também para a inferéncia baseada na metodologia de dados grupados.

A Tabela 1 e a Figura 3 apresentam os pontos de cortes da proporgéo de empates ( pe ) de

acordo com o tamanho da amostra e percentual de censura para os modelos continuos Weibull e
lognormal (optando ou ndo pela metodologia de dados grupados). E possivel notar que os
resultados obtidos pelo modelo Weibull e lognormal foram similares. Ademais, os pontos de corte

da proporcdo de empates ( pe ) aumentam a medida que o tamanho da amostra cresce, isto é,

quanto maior o tamanho da amostra, maior é a propor¢cao de empates que pode ser observada na
amostra. Em contrapartida, o percentual de censura apresentou um comportamento inverso.

Quanto maior o percentual de censura menor sdo os pontos de corte da pe . Este comportamento

esta de acordo com os resultados apresentados em Nakano e Carrasco (2006), que mostraram
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que o aumento da censura causa um efeito contrario ao aumento do tamanho da amostra na

analise de dados discretos por modelos continuos. Ainda, o aumento dos pontos de corte da pe a

medida que a amostra cresce também é um resultado esperado, visto que amostras maiores
tendem a apresentar maior amplitude dos dados, fazendo com que ocorra um menor erro na
aproximacdo de modelos continuos em dados discretos (NAKANO; CARRASCO, 2006).
Resultados similares podem ser observados com os pontos de corte da pe para o uso da
metodologia de dados grupados, isto €, os pontos de corte crescem a medida que o tamanho da

amostra aumenta e decrescem a medida que aumenta o percentual de censura.

Tabela 1 — Pontos de cortes (Corte 1; Corte 2) da proporgéo de empates ( pe ) de acordo com o
tamanho da amostra e percentual de censura para os modelos continuos.

Censura 0% Censura 10% Censura 20% Censura 50% Censura 75%
" Ww* LN* W+ LN* W+ LN* W+ LN* w* LN*
Modelo continuo
20 | 0,55;0,60 0,55;0,65 | 0,50;0,55 0,50;0,60 | 0,40;0,50 0,40;0,50 | 0,20;0,30 0,20;0,30 >
30 | 0,66;0,70 0,66;0,73 | 0,56;0,63 0,56;0,66 | 0,50;0,56 0,46;0,56 | 0,23;0,33 0,23;0,33 >
40 | 0,75;0,75 0,72;0,77 | 0,65;0,67 0,62;0,70 | 0,55;0,60 0,52;0,62 | 0,25;0,37 0,25;0,37 >
50 | 0,80;0,78 0,78;0,82 | 0,68;0,72 0,66;0,74 | 0,58;0,64 0,56;0,64 | 0,28;0,40 0,28;0,40 >

60 | 0,81;0,81 0,80;0,83 | 0,71;0,75 0,68;0,75 | 0,60;0,66 0,58;0,66 | 0,30;0,41 0,30;0,40 |0,10;0,19 0,10;0,20
70 | 0,84;0,84 0,82;0,85 | 0,72;0,76 0,70;0,77 | 0,62;0,68 0,60;0,68 | 0,30;0,42 0,31;0,41 |0,11;0,20 0,11;0,20
80 | 0,86;0,86 0,83;0,86 | 0,73;0,77 0,71;0,78 | 0,63;0,70 0,61;0,70 | 0,31;0,45 0,32;0,42 |0,12;0,21 0,11;0,21
90 | 0,87;0,87 0,85;0,87 | 0,75;0,80 0,73;0,78 | 0,64;0,71 0,62;0,71 | 0,32;0,45 0,33;0,43 |0,12;0,22 0,12;0,21
100 | 0,88;0,88 0,87;0,88 | 0,77;0,80 0,74;0,80 | 0,66;0,72 0,63;0,72 | 0,33;0,46 0,35;0,45 |0,14;0,22 0,13;0,22
200 | 0,94;0,94 0,92;0,93 | 0,82;0,85 0,79;0,84 | 0,71;0,76 0,68;0,75 | 0,38;0,48 0,39;0,47 |0,16;0,24 0,17;0,24
500 | 0,97;0,97 0,97;0,97 | 0,85;0,88 0,82;0,87 | 0,75;0,79 0,71;0,77 | 0,43;0,50 0,43;0,50 |0,19;0,25 0,20;0,25

Dados grupados
20 | 0,45;0,55 0,50;0,70 | 0,40;0,55 0,45;0,60 | 0,35;0,45 0,40;0,55 | 0,20;0,35 0,20;0,35 *
30 | 0,60;0,63 0,63;0,76 | 0,53;0,60 0,56;0,66 | 0,43;0,53 0,50;0,60 | 0,23;0,36 0,26;0,36 **
40 | 0,67;0,70 0,72;0,80 | 0,60;0,65 0,62;0,72 | 0,50;0,57 0,55;0,65 | 0,27;0,37 0,30;0,40 **
50 | 0,74;0,74 0,76;0,82 | 0,64;0,68 0,68;0,74 | 0,56;0,60 0,58;0,66 | 0,32;0,40 0,32;0,42 **

60 | 0,76;0,78 0,80;0,85 | 0,66;0,70 0,70;0,76 | 0,58;0,63 0,60;0,68 | 0,33;0,41 0,35;0,43 |0,13;0,21 0,13;0,21
70 | 0,80;0,80 0,81;0,85 | 0,70;0,72 0,71;0,78 | 0,60;0,64 0,61;0,70 | 0,34;0,42 0,35;0,44 |0,14;0,22 0,15;0,22
80 | 0,82;0,82 0,85;0,87 | 0,72;0,73 0,73;0,78 | 0,62;0,66 0,63;0,71 | 0,35;0,43 0,36;0,45 |0,15;0,23 0,16;0,23
90 | 0,83;0,83 0,85;0,87 | 0,73;0,75 0,74;0,80 | 0,63;0,67 0,64;0,72 | 0,36;0,44 0,37;0,45 |0,15;0,23 0,16;0,24
100 | 0,85;0,85 0,87;0,89 | 0,75;0,76 0,76;0,81 | 0,65;0,68 0,66;0,72 | 0,37;0,45 0,38;0,46 |0,16;0,24 0,18;0,25
200 | 0,92;0,92 0,93;0,93 | 0,81;0,83 0,80;0,84 | 0,70;0,74 0,69;0,75 | 0,41;0,48 0,41;0,49 |0,19;0,25 0,21;0,26
500 | 0,96;0,96 0,97;0,97 | 0,85;0,87 0,82;0,87 | 0,74;0,77 0,71;0,77 | 0,45;0,49 0,45;0,50 |0,22;0,26 0,24;0,28

*W: Weibull; LN: lognormal. **E esperado menos de 13 observagées ndo censuradas. Mesmo que ndo
sejam observados empates, o uso de modelos continuos € inadequado.
Fonte: Dados da pesquisa (2020).
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Figura 3 — Pontos de cortes da propor¢ao de empates ( pe ) de acordo com o tamanho da amostra
e percentual de censura para os modelos continuos.
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Fonte: Dados da pesquisa (2020).

Com base nos resultados apresentados na Figura 3, este trabalho propde guias para o uso
de modelos continuos ou da metodologia de dados grupados para a analise de dados de
sobrevivéncia discretos. Estes guias consideraram as decisbes mais conservadoras baseadas no
estudo de simulagao realizado. Isto &, esses guias adotaram o menor valor de Corte 1 e o maior
valor de Corte 2 nos cenarios envolvidos. Esse procedimento garante que as probabilidades dos
Erros | e Il ndo ultrapasse os limites definidos (5%). As Tabela 2 e 3 apresentam esses guias com
as decisdes em diversos cenarios para o uso de um modelo continuo e para o uso da metodologia

de dados grupados, respectivamente.
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Tabela 2— Guia para o uso de um modelo continuo em dados discretos, segundo tamanho da
amostra, percentual de censura e proporcdo de empates.

Tamanho da

Percentual de censura

amostra Até 10% 10% a 20% 20% a 50% 50% a 75% Mais de 75%
Recomendado | Recomendado | Recomendado | Recomendado
Recomendado
n<?20 modelo modelo modelo modelo .
. . . . modelo discreto
discreto discreto discreto discreto
20 < <30 Corte 1 = 0,50 Corte 1=0,40 Corte 1 =0,20 Recr(r)]rgdeglgado Recomendado
=n= Corte 2=0,73 Corte 2 =0,66 Corte 2 =0,56 . modelo discreto
discreto
30< <50 | Cote1=086 | Corte1=046 | Corte1=023 Recr‘;r;‘:enlgado Recomendado
<ns Corte 2 =0,82 Corte 2=0,74 Corte 2=0,64 . modelo discreto
discreto
50 <100 Corte 1 = 0,66 Corte 1 =0,56 Corte 1 =0,28 Corte 1=0,10 Inconclusivo
<ns Corte 2 =0,88 Corte 2=0,80 Corte 2=0,72 Corte 2 =0,46
100 <200 Corte 1 =0,74 Corte 1=0,63 Corte 1 =0,33 Corte 1=0,13 Inconclusivo
<ns Corte 2 =0,94 Corte 2=0,85 Corte 2=0,76 Corte 2=0,48
200 Corte 1 =0,79 Corte 1=0,68 Corte 1 =0,38 Corte 1=0,16 Inconclusivo
n= Corte 2 =0,97 Corte 2=0,88 Corte 2=0,79 Corte 2 =0,50

Notas: Um modelo continuo pode ser considerado quando pe < Corte 1; um modelo discreto deve ser
utilizado quando pe > Corte 2; se Corte 1< pe < Corte 2, o diagndstico € inconclusivo. Fonte: Dados da
pesquisa (2020).

Tabela 3— Guia para o uso de um modelo continuo com a metodologia de dados grupados em
dados discretos, segundo tamanho da amostra, percentual de censura e proporgao de empates.

Tamanho da

Percentual de censuras

amostra Até 10% 10% a 20% 20% a 50% 50% a 75% Mais de 75%
Recomendado | Recomendado | Recomendado | Recomendado
Recomendado
n<?20 modelo modelo modelo modelo .
. . . . modelo discreto
discreto discreto discreto discreto
20 < n<30 Corte 1=0,40 Corte 1=0,35 Corte 1=0,20 Recr(r)]rgdeglgado Recomendado
Sns Corte 2=0,76 Corte 2 =0,66 Corte 2 =0,60 . modelo discreto
discreto
30 <50 Corte 1 =0,53 Corte 1=0,43 Corte 1=0,23 Recr(r)]rgde:gado Recomendado
<ns Corte 2=0,82 Corte 2=0,74 Corte 2 =0,66 . modelo discreto
discreto
50 <100 Corte 1=0,64 Corte 1 =0,56 Corte 1=0,32 Corte 1 =0,13 Inconclusivo
<ns Corte 2 =0,89 Corte 2 =0,81 Corte 2=0,72 Corte 2 = 0,46
100 <200 Corte 1=0,75 Corte 1 =0,65 Corte 1 =0,37 Corte 1 =0,16 Inconclusivo
<ns Corte 2=0,93 Corte 2=0,84 Corte 2=0,75 Corte 2 =0,49
200 Corte 1=0,80 Corte 1 =0,69 Corte 1 =0,41 Corte 1 =0,19 Inconclusivo
n> Corte 2 =0,97 Corte 2 =0,87 Corte 2 =0,77 Corte 2 =0,50

Notas: Um modelo continuo com a metodologia de dados grupados pode ser considerado quando
pe <Corte 1; um modelo discreto deve ser utilizado quando pe > Corte 2; se Corte 1< pe < Corte 2, 0

diagnéstico é inconclusivo. Fonte: Dados da pesquisa (2020).

Note que os guias apresentados pelas Tabela 2 e 3 recomendam o uso de um modelo

discreto quando a amostra apresentar menos do que 20 observagdes. Isso é devido ao fato de

amostras pequenas apresentarem poucos valores distintos, fazendo que ocorra um maior erro na
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aproximagao dos modelos continuos em dados discretos. Ainda, essa mesma recomendagéo €&
feita quando o percentual de censura € alto, pois 0 aumento da censura causa um efeito similar a
diminuigdo do tamanho da amostra (quanto maior o percentual de censura, menor € o numero de
falhas distintas). Pode-se notar, a partir das Tabela 2 e 3, que a metodologia de dados grupados

apresenta limites da pe menores para amostras pequenas com baixo percentual de censura e

limites maiores para amostras grandes com alto percentual de censura.
4. Aplicagoes

4.1. Aplicagao 1

Efron (1988) apresentou um estudo com 51 pacientes com cancer de pescogo e cabeca
realizado pelo Grupo de Oncologia do Norte da Califérnia. Os tempos de sobrevivéncia em meses

destes pacientes sédo apresentados na Tabela 4.

Tabela 4 — Tempos de sobrevivéncia em meses Figura 4 — Estimativas da funcao de
de pacientes com cancer de pescoco e cabeca. sobrevivéncia do tempo de sobrevivéncia de
pacientes com cancer de pescogo e cabeca.
0;1;1; 2,2, 2% 2,2;2; 3,3, 4,4, 4,4, 4; 4,
4:4;5;5;5;5;5;5;5;,6%7;,7;,7,8; 8;9; 9% .
9; 10*;13; 13; 13; 14;17; 17*, 19; 19; 36; i
36%; 37; 40%; 44*; 46*; 46 o Kaplan-Meier

lognormal discreta
lognormal continua
a \ lognormal - dados grupados

Nota: “+” indica observagdes censuradas a direita.
Fonte: Efron (1988, p. 415).

0 10 20 30 40
Tempo (meses)

Fonte: Dados da Tabela 4.

O evento de interesse é o 6bito do paciente e a variavel resposta 7' é o tempo, em meses
completos, do inicio do estudo até o ébito do paciente ou censura. Aqui, T = 0 indica que o
paciente morreu antes de completar um més de diagndstico positivo. Para este exemplo, a

distribuicdo lognormal discreta apresentou um melhor ajuste quando comparado com a

distribuicdo Weibull discreta ( EAM . discrea = 0,0788; EAM = 0,0486). Desta forma,

lognormal discreta
foi adotada a distribuicdo lognormal para os ajustes dos modelos discreto e continuos.
Esta amostra € composta de n =51 observagbes, das quais 9 (17,6%) s&o censuradas. A

propor¢gdo de empates é pe = 0,5098, que é inferior aos limites inferiores (Cortes 1) sugeridos
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pelas Tabelas 2 e 3 para uma amostra de 50 a 100 observagées com 10% a 20% de censura.
Desta forma, tem-se que nao ha perdas significativas ao considerar um modelo continuo (com ou
sem a metodologia de dados grupados) para o ajuste desse conjunto de dados. De fato, como

pode ser visto na Figura 4, a divergéncia entre as estimativas da funcdo de sobrevivéncia do

modelo discreto e dos modelos continuos foram pequenas ( DAM = 0,0091 e

continuo

DAM =0,0182).

dados grupados

4.2. Aplicagao 2

Os dados dessa aplicacao sao referentes ao estudo apresentado por Corréa et al. (2016) e
Silva et al. (2017), que mediram o tempo até o alivio da dor em pacientes com dor lombar cronica
nao especifica submetidos a sessées de 30 minutos de um tratamento baseado em estimulacbes
com uma corrente interferencial. Cada um dos participantes realizou trés sessbes do tratamento
por semana em dias alternados, totalizando 12 sessdes. O evento de interesses é o alivio ou
diminuicdo da dor lombar, que foi definido como a redugdo em no minimo 50% da escala
numeérica de dor em relagdo ao valor observado no inicio do tratamento. A variavel resposta T foi
definida como o numero de sessdes malsucedidas anteriores a sessido que aliviou ou diminuiu a
dor lombar. Neste estudo, 7 =0 indica que o paciente teve o alivio da dor logo na primeira sessao
do tratamento. Os numeros de sec¢des malsucedidas até o alivio da dor sdo apresentados na
Tabela 5.

Tabela 5 — Estimativas da funcao de Figura 5 — Estimativas da fungéo de
sobrevivéncia do tempo até o alivio da dor em sobrevivéncia do tempo até o alivio da dor em
pacientes com dor lombar crénica nao pacientes com dor lombar crénica nao
especifica. especifica.
Frequéncia
Tempo* Observagoes Observagoes 2 4
nao censuradas censuradas
0 64 0 o Kaplan-Meier
1 16 0 - Weibull discreta
2 5 1 Weibull continua
3 4 0 @ | Weibull - dados grupados
4 4 0 )
5 3 0 >
7 1 0
9 1 0
11 0 1
*Numero de sessdes malsucedidas.
Fonte: Corréa et al. (2016, dados obtidos com os
autores). ‘ : : ‘ ‘
0 2 4 6 8 10
NUmero de sessoes

Fonte: Dados da Tabela 5.

Para este exemplo, ambas distribuicdes Weibull discreta e lognormal discreta apresentam

um bom ajuste dos dados ( EAM = 0,0074; EAM = 0,0104). Desta forma,

Weibull discreta lognormal discreta
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devido ao menor valor do EAM , foi adotada aqui a distribuicdo Weibull para os ajustes dos
modelos discreto e continuos.
Neste exemplo, a amostra é composta de n= 100 observagobes, das quais duas (2%) sao

censuradas. A proporgcado de empates observada na amostra é pe = 0,9. Como o valor da pe é

maior que os limites superiores (Cortes 2) sugeridos pelas Tabelas 2 e 3, para uma amostra de 50
a 100 observacdes e até 10% de censura, tem-se que nao é adequado considerar um modelo
continuo (optando ou nao pela metodologia de dados grupados) para o ajuste deste conjunto de
dados. De fato, como pode ser visto na Figura 5, a divergéncia entre as estimativas da funcao de

sobrevivéncia do modelo discreto e dos modelos continuos foram grandes ( DAM =0,0940 e

continuo

DAM =0,0818).

dados grupados

4.3. Aplicacao 3

A Tabela 6 apresenta dados do tempo para a gravidez de casais que desejam ter uma
crianca (AALEN, 1987; TIETZE, 1968). Nesta aplicagdo, a variavel resposta T representa o
numero de meses (completos) entre a interrupcao do uso de qualquer tipo de contraceptivo e a
gravidez. Os casais foram acompanhados por 12 meses. Note que, neste caso, T =0 indica que a

mulher engravidou antes de completar um més apds a interrupgao do uso de contraceptivos.

Tabela 6 — Tempo (em meses) até a gravidez Figura 6 — Estimativas da funcao de
(n=611). sobrevivéncia do tempo até a gravidez.
Frequéncia
Tempo* Observagoes Observagoes o |
ndo censuradas censuradas
199
103
64
36
33
30
18
13
9
10
10 3
11 0
12 0
Fonte: Aalen (1987, p. 20).
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Fonte: Dados da Tabela 6.

As distribuicdes Weibull discreta e lognormal discreta apresentam um bom ajuste dos

dados ( EAM = 0,0119; EAM

Weibull discreta

= 0,0099) nesta aplicagao. Devido a sua

lognormal discreta

popularidade e maior facilidade computacional, foi adotada aqui a distribuicdo Weibull para os

ajustes dos modelos discreto e continuos.
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A amostra é composta de n= 611 observagdes, das quais 93 (15,2%) sdo censuradas. A

propor¢do de empates observada na amostra € pe =0,83. Visto que o valor da pe esta entre os

limites inferiores (Cortes 1) e superiores (Cortes 2) sugeridos pelas Tabelas 2 e 3, para uma
amostra com mais de 200 observagdes e com 10% a 20% de censura, chega-se a um resultado
inconclusivo. Desta forma, a principio ndo & possivel decidir entre permitir ou rejeitar o uso de
modelos continuos para a analise desses dados apenas com informagdes do tamanho da amostra,
do percentual de censuras e da proporgdo de empates. No entanto, a decisdo sobre o uso de
modelos continuos para a analise dos dados da Tabela 6 podera ser tomada apds o ajuste dos
modelos continuos (com ou sem a metodologia de dados grupados) e o calculo de suas
divergéncias em relagcdo ao modelo discreto. A Figura 6 apresenta as estimativas da funcao de
sobrevivéncia para os dados da Tabela 6. Observa-se que as divergéncias entre a estimativa
obtida pelos modelos continuos com aquela obtida pelo modelo discreto foram grandes

(DAM =0,0694 e DAM = 0,0657), indicando que nao é adequado considerar um

continuo dados grupados

modelo continuo (optando ou ndo pela metodologia de dados grupados) para o ajuste desse

conjunto de dados.

5. Consideragoes Finais

O uso de modelos discretos ndo é uma pratica comum na area de analise de sobrevivéncia,
devido a escassez de trabalhos e procedimentos computacionais que abordam modelos discretos
na presenca de censuras. Desta forma, a possibilidade de analisar um conjunto de dados
discretos por meio de um modelo continuo sem duvida traz facilidade a analise desses dados. No
entanto, os resultados obtidos neste trabalho corroboram com aqueles apresentados por Nakano
e Carrasco (2006), que mostraram que nem sempre é adequado o uso de modelos continuos em
dados discretos. A principal consequéncia é a divergéncia entre as estimativas da funcao de
sobrevivéncia obtidas pelos modelos discreto e continuo. As simulagces realizadas mostraram
gue o tamanho da amostra, o percentual de censura e a quantidade de observagdes empatadas
na amostra influenciam nessa divergéncia.

Este trabalho propbs guias que podem ajudar um pesquisador a decidir sobre o uso de um
modelo continuo na analise de dados discretos de sobrevivéncia. Os guias propostos tém como
base dois pontos de cortes e sugerem que o0 uso de um modelo continuo possa ser considerado

quando pe < Corte 1 e seu uso deva ser descartado quando pe > Corte 2. Ademais, se
Corte 1< pe < Corte 2, o diagndstico é inconclusivo. Neste caso, o pesquisador pode decidir sobre
0 uso de um modelo continuo com base na precisao das estimativas obtidas. Os resultados
mostraram que os pontos de corte sdo maiores a medida que o tamanho da amostra aumenta e o

percentual de censura diminui. Isto €, quanto maior for o numero de observagdes nao censuradas,

maior sera a propor¢dao de empates que um modelo continuo suporta. Ademais, a metodologia de
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dados grupados apresenta pontos de corte menores para amostras pequenas com baixo
percentual de censura e pontos de corte maiores para amostras grandes com alto percentual de
censura. Além disso, é possivel notar que os pontos de corte ndo sio influenciados pela
distribuicdo adotada e/ou forma da funcdo de risco, visto que os resultados obtidos pelas

distribuicdes Weibull e lognormal foram similares.
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APENDICE A — Mecanismo para geragio de censuras aleatérias da distribuicao

Weibull discreta

Considere uma variavel aleatéria T representando o tempo até a falha e C uma outra
variavel aleatéria independente de T , representando o tempo até a censura. Assumindo que
T ~Weibull(a, 21) e C ~Weibull(«, A2), tem-se, segundo a parametrizagdo apresentada em (1),
que

7=P(C<T)=P(C<T) =l + L2).

Note que n € a probabilidade de uma observagdo ser censurada, considerando a
distribuicdo Weibull continua. Considerando a reparametrizacéo g, = exp{—i} em (2), tem-se para
a distribuicdo Weibull discreta que

7 =log(q,)/[ log(q,) +1og(q,)],

que resultaem ¢, = ¢”"".

Dessa forma, se T' ~Weibull-Discreta(e, ¢,) e C ~Weibull-Discreta(e, ¢, ) entdo 7= P(C <
7 /(1-7)

T) quando ¢, =g, . Assim, o algoritmo utilizado neste trabalho para gerar tempos segundo

uma distribuicdo Weibull-Discreta(a, g ) com censura aleatéria € apresentado a seguir.

Algoritmo 1 — Geragao de dados de uma Weibull-Discreta(a, q) com n x 100% de censuras.

Passo 1. Gerar o tempo de falha 7' ~ Weibull-Discreta(e, q);

Passo 2. Gerar o tempo de censura C ~Weibull-Discreta(a, ¢, ), com g, =¢""™;

Passo 3. Obter o tempo observado ¢ = min{7,C};
Passo 4. Obter o indicador de censura &:
Passo 4.1. Gerar u ~ Bernoulli( p =0,5)
Passo 4.2. Definir o valor de &
-se T <C,entdo 6=1;
-se T > C, entdo 6=0;
-se T=C e u=1, entdo 6=1;
-se T=C e u=0, entdo 6=0.

Passo 5. Repetir os Passos 1 a 5 até obter a amostra desejada.
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APENDICE B — Mecanismo para geragio de censuras aleatérias da distribuicao

lognormal discreta

Considere uma variavel aleatéria T representando o tempo até a falha e C uma outra
variavel aleatoria idependente de T , representando o tempo até a censura. Assumindo que
T ~ Lognormal(u1, 0®) e C ~ Lognormal(uz, 02), tem-se, segundo a parametrizagdo apresentada
em (3), que

7=P(C<T)=P(C=<T)=P(log[C] < log[T]) = @[(11 — n2)/ (26%)"?],

que resulta em
2 = 1 — Z(z(20%)"".

Aqui, 7 é a probabilidade de uma observagado ser censurada, considerando a distribuigdo
lognormal continua, ®[.] € a fungéo de distribuigdo acumulada da distribuicdo normal padréao e z(»)
€ o quantil ~da distribuigdo normal padrao.

Dessa forma, se T ~ Lognormal-Discreta(u1, 0%) e C ~ Lognormal-Discreta(uz, 0?), entéo
r = P(C < T) quando u2 = u1 — z(»(202)"2. Assim, o algoritmo utilizado neste trabalho para gerar

tempos segundo uma distribuicdo Lognormal-Discreta(u, 0?) com censura aleatoria é apresentado

a sequir.

Algoritmo 2 — Geragdo de dados de uma Lognormal-Discreta(u, 0?) com = x 100% de

censuras.

Passo 1. Gerar o tempo de falha T ~ Lognormal-Discreta(u, 02);
Passo 2. Gerar o tempo de censura C ~ Lognormal-Discreta(uz, 02), com 2 = u— z(»(20%)"?;
Passo 3. Obter o tempo observado ¢t = min{7,C};
Passo 4. Obter o indicador de censura &:
Passo 4.1. Gerar u ~ Bernoulli( p =0,5)
Passo 4.2. Definir o valor de ¢
-se T <C,entao 6=1;
-se T > C, entdo 6=0;
-se T=C e u=1,entdo 6=1;
-se T=C e u=0, entdo 6=0.

Passo 5. Repetir os Passos 1 a 5 até obter a amostra desejada.
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