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Resumo
No presente artigo fornecemos uma interpretação combinatória para uma

identidade envolvendo q-séries hipergeométricas em termos de matrizes.

Esta perfaz uma identidade que pode ser interpretada como uma função

geradora para o número de sobrepartições de um inteiro n cujas partes

são congruentes a l módulo i. Faremos uso do conhecido método de

Santos, descrito em Santos, Mondek e Ribeiro (2011), que interpreta co-

eficientes de q-séries como o número de certas matrizes, em que suas

entradas respeitam algumas regras de vizinhanças.
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Abstract
In the present paper we provide a combinatorial interpretation for an iden-

tity involving hypergeometric q-series in terms of matrices. This makes an

identity that can be interpreted as a generating function for the number of

overpartitions of an integer n whose parts are congruent to l module i.

We will use the well-known Santos method, described in Santos, Mondek

and Ribeiro (2011), that interprets coefficients of q-series as the number of

certain matrices, in which their entries respect some neighborhood rules.
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Mateus Alegri 2

1 Introdução

Neste artigo buscaremos uma interpretação combinatória para uma identidade em termos de

q-séries hipergeométricas em que os coeficientes desta série são dados pelo número de sobreparti-

ções de uma classe especı́fica. Ressaltamos que os resultados presentes neste artigo fazem parte

do elenco de resultados da tese de doutorado do autor (ALEGRI, 2010). Vamos a seguir lançar mão

de objetos matemáticos como partições de inteiros e sobrepartições de inteiros, suas respectivas

funções geradoras, e algumas identidades.

Definição 1.1. Uma partição de um inteiro n é uma soma não ordenada de inteiros positivos tais

que λ1 + λ2 + . . .+ λs = n. Convencionamos λ1 ≥ λ2 ≥ . . . ≥ λs.

Exemplo 1.2. Para n = 7, temos as seguintes partições: 7, 6+ 1, 5+ 2, 5+ 1+ 1, 4+ 3, 4+ 2+ 1,

4 + 1 + 1 + 1, 3 + 3 + 1, 3 + 2 + 2 3 + 2 + 1 + 1, 3 + 1 + 1 + 1 + 1, 2 + 2 + 2 + 1, 2 + 2 + 1 + 1 + 1,

2 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1, 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1.

Denote por p(n) a função que fornece o número de partições de um inteiro positivo n. Defini-

mos p(0) = 1, associando o número zero à partição vazia. A sequência

(p(n))n≥0 = (1, 1, 2, 3, 5, 7, 11, 15, 22, 30, 42, 56, 77, 101, 135, . . .) é tal que a sua taxa de crescimento

assintótico1 é dada por:

p(n) ∼ e
π

√

2n
3

4n
√
3
.

Pode-se provar que2 p(n) ≤ Fn+1, onde (Fn)n≥0 é a sequência de Fibonacci. A função

geradora para o número de partições, que é demonstrada em Andrews (1976), é:

∞
∑

n=0

p(n)qn =
1

(q; q)∞
,

onde |q| < 1, e

(a; q)n =







(1− a)(1− aq)(1− aq2) . . . (1− aqn−1) , se n > 0

1 , se n = 0

Fazendo n → ∞, obtemos3:

1Uma demonstração deste fato pode ser visto no Capı́tulo 6 de Andrews (1976).
2Uma demonstração para este fato pode ser encontrado em Andrews e Eriksson (2004).
3O limite (a; q)∞ é chamado de sı́mbolo de q-Pochhammer.
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(a; q)∞ = limn→∞(a; q)n.

Há muitas formas de escrever a função geradora de (p(n))n≥0, como exibido a seguir.

1

(q; q)∞
=

∞
∑

n=0

qn

(q; q)n
=

∞
∑

n=0

qn
2

(q; q)2n
(1)

A primeira equação é devida a Euler, descrita em Kratzer e Rudio (1911), e pode ser ge-

neralizada via o teorema q-binomial 1.3, que é enunciado a seguir. A segunda equação pode ser

demonstrada utilizando um ferramental gráfico chamado de Diagrama de Ferrers, utilizando quadra-

dos de Durfee, como em Andrews (1972), Andrews (1976), Andrews e Eriksson (2004).

Teorema 1.3. Teorema q-binomial

Para |x| < 1, |q| < 1,

∞
∑

n=0

(a; q)nx
n

(q; q)n
=

(ax; q)∞
(x; q)∞

.

Uma demonstração analı́tica deste teorema pode ser vista em Andrews, Askey e Roy (1999).

2 Resultados Preliminares

Nesta seção discutiremos conceitos e resultados especı́ficos a fim de obtermos o resultado

principal na seção seguinte. Iniciamos com o conceito de sobrepartição de inteiros. Esta termi-

nologia surgiu em Corteel e Lovejoy (2004) e passou a ser largamente utilizado desde então. Em

trabalhos importantes como Hirschhorn e Sellers (2005a, 2005b), Kim (2008) e mais recentemente

em Al-Saedi (2019), faz-se uso desta generalização do conceito de partições de inteiros.

Definição 2.1. Uma sobrepartição de um inteiro n é uma partição de n em que a primeira ocorrência

de uma parte pode ser marcada.

Exemplo 2.2. Uma sobrepartição de n = 51 é 8̄+8+7+5+5+4̄+3̄+3+3+2+1̄+1+1, enquanto

8̄ + 8̄ + 7 + 5 + 5 + 4̄ + 3̄ + 3 + 3 + 2 + 1̄ + 1 + 1 não é uma sobrepartição de n = 51, pois a parte 8

aparece marcada duas vezes.
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Como a função geradora para o número de partições em partes distintas é dada por (−q; q)∞

(isto pode ser visto em Andrews, Askey e Roy (1999)), e como uma parte marcada é sempre distinta

das demais marcadas, a função geradora para o número de sobrepartições é:

(−q; q)∞
(q; q)∞

Esta pode ser associada à equação:

∞
∑

n=0

(−1; q)nq
n

(q, q)n
=

(−q; q)∞
(q; q)∞

,

que pode ser provada via teorema q-binomial, colocando a = −1 e x = q. Ou também combinatoria-

mente, notando que o termo geral do somatório é:

(−1; q)nq
n

(q; q)n
=

(1 + q)(1 + q2) . . . (1 + qn+1)2qn

(1− q)(1− q2) . . . (1− qn)

Para cada n fixado, este termo geral gera sobrepartições em que a maior parte vale n, pois

o fator 2 no numerador diz que temos uma parte e a sua cópia, isto é, temos uma parte marcada e

a mesma desmarcada; no denominador teremos partes não marcadas de 1 a n, sem restrições.

A fim de obter o resultado principal do artigo, vamos utilizar um método estabelecido por

Santos, Mondek e Ribeiro em (2011), que visa interpretar coeficientes de q-séries como o número

de matrizes de duas linhas com leis especı́ficas na formação das suas linhas. O próximo teorema

utiliza a Equação (1). Os autores citados trocaram a variável q em qn

(q;q)n
para qkn

(qj ;qk)n
colocando

expoentes j e k em (1) e, interpretando j e k como vetores, obtiveram o seguinte resultado como

corolário.

Teorema 2.3. (SANTOS; MONDEK; RIBEIRO, 2011) O número de partições irrestritas de um inteiro

positivo n é igual ao número de matrizes de duas linhas da forma:

A =





c1 c2 c3 . . . cs

d1 d2 d3 . . . ds





com cs = 0, ct = ct+1 + dt+1, e n =
∑

ct +
∑

dt, para t < s.

Podemos determinar ci em função de di para todo i ∈ {1, ..., s− 1}, de modo que a matriz A

pode ser representada como a seguir.
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A =





d2 + d3 . . .+ ds d3 + d4 . . .+ ds d4 . . .+ ds . . . 0

d1 d2 d3 . . . ds





Pode-se notar que para uma partição de n, λ1 ≥ λ2 ≥ . . . ≥ λk, temos:































d1 = λ1 − λ2

d2 = λ2 − λ3

...

dk = λk

Isto significa que uma partição é unicamente determinada por di, 1 ≤ i ≤ k. Em Brietzke,

Santos e Silva (2010, 2013), os autores encontraram interpretações combinatórias em termos de

matrizes de duas linhas para diversas identidades presentes no artigo de Slater de 1952.

Em Alegri (2010) e Alegri et al. (2011), interpretações combinatórias em termos de matrizes

de três linhas foram obtidas para identidades envolvendo sobrepartições irrestritas, como no teo-

rema a seguir. Ainda em Alegri et al. (2011), os autores encontraram uma imersão do conjunto de

sobrepartições no conjunto de partições planas por meio de um caminho reticulado no espaço.

Teorema 2.4. (ALEGRI, 2010, ALEGRI et al., 2011) O número de sobrepartições de n é igual ao

número de matrizes da forma:

As =











c1 c2 c3 . . . cs

d1 d2 d3 . . . ds

e1 e2 e3 . . . es











com cs + es = 1, et = 0 ou 1, it = 0 ou 1, ct = ct+1 + dt+1 − it, t < s, n =
∑

ct +
∑

dt +
∑

et.

Nosso principal resultado neste artigo é, de certa forma, análogo ao feito no teorema anterior,

porém separando em certas classes de sobrepartições. Considerando a seguinte equação

∞
∑

n=0

(−1, qi)nq
ln

(qi, qi)n
=

(−ql, qi)∞
(ql; qi)∞

, (2)

REMAT, Bento Gonçalves, RS, Brasil, v. 6, n. 1, p. 1-11, 29 de junho de 2020.



Mateus Alegri 6

no caso i = 2 e l = 1 temos sobrepartições em partes ı́mpares, sendo este um caso interessante

no qual se tem uma interpretação combinatória bastante simples. A ideia original fora a de fazer

uma mudança de variáveis do tipo q 7→ qi no teorema q-binomial e considerar x = ql e a = −1, a

fim de buscar uma interpretação para a nova identidade. O lado direito desta identidade pode ser

interpretado como a função geradora de sobrepartições de n em partes ≡ l (mod i).

3 Resultados Principais

Os resultados a seguir encontram-se no Capı́tulo 3 de Alegri (2010). O teorema a seguir

fornece uma nova interpretação combinatória para a o caso l = 1.

Teorema 3.1. Seja s1(n) o número de sobrepartições de n em partes pertencentes a Ak,j,k̄ = {ck +

dj+ek̄|c, d, e ≥ 0} da forma µ1+µ2+ . . .+µs, com µt = ctk+dtj+etk̄, µt e µt+1 partes consecutivas,

cs + es = 1, et = 0 ou 1, dt ≡ 0 (mod i) e ct = ct+1 + dt+1 − et+1, para t < s, então:

∞
∑

n=0

s1(n)q
n =

∞
∑

n=0

(−1, qik)nq
kn

(qij ; qik)n
. (3)

Demonstração. Denotamos por s1(m,n) o número de sobrepartições enumeradas por s1(n) e tendo

exatamente m partes.

A relação abaixo é satisfeita por s1(m,n):

s1(m,n) = s1(m,n− kim+ ik − ij) + s1(m− 1, n− k) + s1(m− 1, n− k − kim).

Consideremos estes conjuntos disjuntos de partições:

A. Aquelas em que ds ≥ 0;

B. Aquelas em que k é parte;

C. Aquelas em que k̄ é parte.

Para as partições no conjunto A, subtraı́mos ij da menor parte e ki das outras. Assim,

teremos partições de n−ki(m−1)−ij em m partes, que são enumeradas por s(m,n−kim+ik−ij).

Para partições no conjunto B, em que apenas k é parte, removemos a parte k e teremos partições

de n − k em m − 1 partes. Finalmente para aquelas em que k̄ é parte, removemos esta parte e ik

das demais, sendo estas enumeradas por s(m− 1, n− k − kim).

REMAT, Bento Gonçalves, RS, Brasil, v. 6, n. 1, p. 1-11, 29 de junho de 2020.
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Definimos:

F (z, q) =

∞
∑

n=0

∞
∑

m=0

s1(m,n)zmqn

Pela construção feita acima, temos:

F (z, q) =
∞
∑

n=0

∞
∑

m=0

s1(m,n− kim+ ik − ij)zmqn +
∞
∑

n=0

∞
∑

m=0

s1(m− 1, n− k)zmqn

+

∞
∑

n=0

∞
∑

m=0

s1(m,n− k − kim)zmqn

= qij−ik

∞
∑

n=0

∞
∑

m=0

s1(m,n− kim+ ik − ij)(zqik)mqn−kim+ik−ij

+zqk
∞
∑

n=0

∞
∑

m=0

s1(m− 1, n− k)zm−1qn−k+

zqk
∞
∑

n=0

∞
∑

m=0

s1(m− 1, n− k − kim)(zqik)m−1qn−k.

Considerando h(m, q) =

∞
∑

n=0

s1(m,n)qn, então F (z, q) =

∞
∑

n=0

h(n, q)zn.

∞
∑

n=0

h(n, q)zn = qij−ik

∞
∑

n=0

h(n, q)(zqik)n + zqk
∞
∑

n=0

h(n, q)zn + zqk
∞
∑

n=0

h(n, q)(zqik)n.

Deste modo, temos a equação funcional:

F (z, q) = qij−ikF (zqik, q) + zqkF (z, q) + zqkF (zqik, q)

e comparando os coeficientes de zn temos:

h(n, q) = qij−ikh(n, q) + qkh(n− 1, q) + qk+kinh(n− 1, q).

Podemos colocar esta equação na seguinte forma:

h(n, q) =
qkh(n− 1, q) + qk+kinh(n− 1, q)

(1− qij−ik+kin)
.

Fazendo n iterações e observando que h(0, q) = 1, temos:
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Mateus Alegri 8

h(n, q) =
(−1, qik)nq

kn

(qij , qik)n
,

de modo que:

F (z, q) =
∞
∑

n=0

h(n, q)zn =
∞
∑

n=0

(−1, qik)nq
knzn

(qij ; qik)n
.

Fazendo z = 1, obtemos a seguinte equação:

F (1, q) =
∞
∑

n=0

s1(n)q
n =

∞
∑

n=0

(−1, qik)nq
kn

(qij ; qik)n
, o que demonstra o teorema.

Vamos modificar a equação funcional que acabamos de obter, de modo a conseguir uma

interpretação combinatória para a identidade em questão. Assim, a nova equação funcional é:

F (z, q) = qij−ikF (zqik, q) + zqkF (z, q) + zqk̄F (zqik, q)

Podemos estender este resultado para partições em partes congruentes a l módulo i :

Teorema 3.2. Seja r1(n) o número de sobrepartições de n em partes pertencentes a Ak,j,k̄ da forma

µ1 + µ2 + . . . + µs, com µt = ctk + dtj + etk̄, µt e µt+1 partes consecutivas, cs + es = l, et = 0 ou l,

dt ≡ 0 (mod i) e ct = ct+1 + dt+1 − et+1 para t < s, então:

∞
∑

n=0

s1(n)q
n =

∞
∑

n=0

(−1, qik)nq
kln

(qij ; qik)n
. (4)

A partir deste teorema é possı́vel encontrar a equação funcional:

F (z, q) = qji−kiF (zqki, q) + zqk̄lF (z, q) + zqklF (zqki, q)

A demonstração deste teorema é análoga à anterior e a omitiremos. Como feito anterior-

mente, vamos, a seguir, escrever o teorema principal na forma matricial.

Teorema 3.3. A função geradora para matrizes da forma:

REMAT, Bento Gonçalves, RS, Brasil, v. 6, n. 1, p. 1-11, 29 de junho de 2020.
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









c1 × k c2 × k c3 × k . . . cs × k

d1 × j d2 × j d3 × j . . . ds × j

e1 × k̄ e2 × k̄ e3 × k̄ . . . es × k̄











com cs + es = l, et = 0 ou l, dt ≡ 0 (mod i), ct = ct+1 + dt+1 − et+1 para t < s, é dada por:

F (1, q) =

∞
∑

n=0

r1(n)q
n =

∞
∑

n=0

(−1, qik)qnlk

(qij ; qik)n
.

Corolário 3.4. O número de sobrepartições de n em partes ≡ l (mod i) é igual ao número de

matrizes da forma:











c1 c2 c3 . . . cs

d1 d2 d3 . . . ds

e1 e2 e3 . . . es











com cs + es = l, et = 0 ou et = l, dt ≡ 0 (mod i), ct = ct+1 + dt+1 − et+1 para t < s, e n =
∑

ct +
∑

dt +
∑

et. Caso se µt e µt+1 são partes consecutivas de uma sobrepartição de n, sendo

ambas marcadas e µt+1 = 1̄, então4 ct = 0.

Para i = 2 e l = 1, como dito anteriormente, o lado direito da identidade abaixo é a função

geradora para sobrepartições em partes ı́mpares, um caso particular do Teorema q-Binomial (Teo-

rema 1.3)
∞
∑

n=0

(−1, q2)nq
n

(q2, q2)n
=

(−q, q2)∞
(q; q2)∞

. (5)

Exemplo 3.5. Para a sobrepartição de n = 30, λ = 9̄ + 7 + 5 + 3̄ + 3 + 1̄ + 1 + 1, temos:

As =











6 5 5 2 1 0 1 1

2 2 0 0 2 0 0 0

1 0 0 1 0 1 0 0











A Tabela 1 apresenta exemplos para n = 5 e suas respectivas representações matriciais.

4A razão pela qual é que o ct correspondente teria que ser negativo, o que não é correto pois coeficientes negativos

não fazem parte do conjunto Ak,j,k̄.
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Tabela 1 – Exemplos para n = 5 e suas respectivas representações matriciais.

5





1
4
0





3 + 1 + 1





1 1 1
2 0 0
0 0 0





1 + 1 + 1 + 1 + 1





1 1 1 1 1
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0





3̄ + 1 + 1





0 1 1
2 0 0
1 0 0





5̄





0
4
1





3 + 1̄ + 1





3 0 1
0 0 0
0 1 0





3̄ + 1̄ + 1





0 0 1
2 0 0
1 1 0





1̄ + 1 + 1 + 1 + 1





0 1 1 1 1
0 0 0 0 0
1 0 0 0 0




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