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Abstract
This academic work presents discussions about the Tractriz, a particular
case of the pursuit curves set. The Tractriz is the curve that results from
the movement of a block being pulled by a constant lenght rope. This rope,
firstly positioned vertically, when shifts its opposite ends of the block, hor-
izontally, the path described by the block will be the Tractriz pursuit curve.
Keywords The curve described by this block path can be observed in many daily sit-
. uations, such as a simple walk with a dog, or even a car track, having
Pursuit Curve . . . . . .
Bicycle Wheel applications such as trumpets fabrication. In order to increase the discus-
Differential Equation sions about the pursuit curves, especially Tractriz, we present here the
obtaining of the characteristic equation of this curve and its behavior verifi-
cation through an experimental activity performed with a bicycle. In face of
that, we discussed a possible pursuit curve variation described by the rear
wheel of a bicycle, based on the variation of handlebar’s angle of rotation,
as well as possible aplications for parking systems and its representation
in natural phenomena.

1 Introducao

Os primeiros indicios da utilizacao da roda sdo desconhecidos, mas, acredita-se que teve
inicio as margens do rio Eufrates, na antiga Mesopotamia, para o deslocamento de blocos e estru-
turas de grande peso. Inicialmente, objetos de grande peso eram colocados sobre rolicos (formas
cilindricas) cortados de troncos de arvores, de modo que, a forga aplicada para deslocar esses
objetos sobre os rolicos era menor do que a forga necessaria para arrastar o mesmo objeto. Pos-
teriormente foi utilizada a roda como conhecida atualmente, com espessura pequena, formada por

raios e um eixo central. Sistema esse bastante usado em carrogas de tragao animal (TNYT, 2005).

O movimento giratério da roda, e suas propriedades, trouxeram para as civilizagées varios
artificios para facilitar suas praticas cotidianas. Um caso especial € o sistema de polias, ferramenta
essencial para as construgoes de moinhos, para irrigacao de lavouras, para drenagem de areas

alagada e, até mesmo, para a produgao de energia.

A posicao de duas rodas, uma a frente e a outra atras, surgiu ha pouco mais de 200 anos,
por meio do velocipede, o qual evoluiu para aquilo que atualmente é conhecido como a bicicleta. Até

entdo, as rodas eram utilizadas apenas na forma de eixo lateral, como nas carrogas.

O velocipede era uma “invencao estranha” que “transformava um homem em um
cavalo e uma carruagem”. O que muito parecia-se estranho ganhou forga notoria,
sendo fabricada em grande escala até a origem dos automdveis. Criacoes como
essa, deram origem aos sistemas de tracdes mundialmente conhecidos, além de
revolucionar o conhecimento da época (TNYT, 2005).
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Atualmente estao sendo desenvolvidos novos estudos e discussdes sobre o uso da roda, bem
como sobre inovagdes de mecanismos que utilizam esse artificio. Como slogan desse movimento
é trazido o lema conhecido por “reinventando a roda”. Pesquisas na area da matematica e da
engenharia vém obtendo resultados importantes sobre a roda e suas utilidades. Segundo AND
(2019, online), “O Brasil ja tem um automoével para cada 4,4 habitantes”, e com essa informagao
observa-se a necessidade de aprimorar e reinventar a roda constantemente, componente essencial

no funcionamento dos automaéveis.

As caracteristicas dos rastros descritos pelo movimento de um veiculo, praticamente na to-
talidade dos casos, nao possui aplicabilidade 6bvia no cotidiano ou visivel na natureza. No entanto,
Baima (2015) apresenta uma explanagao sobre o calculo de areas entre os rastros de uma bicicleta,
trazendo conhecimento cientifico de forma simplificada para o publico em geral. O principio utilizado
em suas demonstragdes usa o conhecimento rudimentar da construgao de um equipamento denomi-
nado Planimetro. Com a criacao e popularizagao dos computadores eletronicos, o uso do planimetro
se tornou futil e, dessa forma, os conhecimentos e técnicas matematicas a esse associado foram
sendo deixados de lado em funcao dos avancos tecnoldgicos. A matematica envolvida nos rastros

ainda é uma tarefa de dificil analise e, consequentemente, sua aplicabilidade nao € simples.

Com o intuito de dar continuidade a esses estudos, este trabalho apresenta discussdes sobre
caracteristicas geométricas das marcas deixadas pelo movimento de duas rodas alocadas uma na
frente da outra. Apresentamos um estudo sobre uma curva especifica que pode ser produzida por
um conjunto de rodas alinhadas, a Tractriz. Apresentamos discussdes sobre um modelo que des-
creve o rastro de uma roda em determinadas circunstancias por meio da dedugao de sua equagao

caracteristica e possiveis variacées para condi¢des especificas.

A motivacao desse estudo surge em decorréncia de uma proposta interdisciplinar de dois
componentes curriculares do curso de Matematica, a saber, Modelagem Matematica e Equagoes
Diferencias Ordinarias. Juntamente com a obtencado da solucdo analitica da equacgao diferencial
associada ao movimento de geracao da Tractriz, realizou-se a simulacdo numérica e a avaliagao

experimental dos resultados teéricos com uso de uma bicicleta infantil.

2 Curvas de Perseguicao

Curvas de perseguicao podem ser observadas em situagdes simples como uma brincadeira

de pega-pega, ou em condigcdes mais complexas, como um missil teleguiado querendo abater um
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alvo. Imaginemos um missil teleguiado perseguindo um avido. Qualquer oscilagdo que o aviao
faz em sua trajetéria, o missil altera sua direcao de forma que sempre esteja apontando para o
alvo (avido). A trajetéria que o missil descreve em relagdes as posigdes que o aviao se localiza

representa uma curva de perseguicao.

Originalmente, a obtencdo da curva que descreve a persegui¢do pode ter sido proposto por
Leonardo da Vinci, e o primeiro a aplicar o calculo de Newton a solucao desse problema foi o cientista
francés Pierre Bouguer, em 1732, ao imaginar um navio pirata ultrapassando um navio mercante em
alto mar (ARCHIBALD; MANNING, 1921). No entanto, o termo “curva de perseguicao” foi definido
pela primeira vez pelo britanico George Boole, em 1859. Em seu livro Treatise on Differential Equa-

tions, ele traz as duas condig¢des para definir a curva de perseguicao:

1. O perseguidor move-se apontando sempre diretamente para o perseguido;

2. A velocidade do perseguidor é diretamente proporcional a do perseguido.

Nestas condigdes, o perseguidor (Pr) atinge o perseguido (Po) quando a velocidade de Pr >
Po, ou quando o perseguido se desloca na diregao contraria do perseguidor. Caso a velocidade de
Pr < Po, 0 encontro sé se realizara se o perseguido realizar uma trajetéria que va de encontro
ao perseguidor. Se os dois estiverem no mesmo sentido e a velocidade de Pr = Po entdo nunca

havera encontro.
O problema a seguir descreve uma situagao que resulta em uma curva de perseguicao.

Trés misseis guiados P, Q e R, cujas bases se encontram situadas, respectivamente,
nos trés vértices de um triangulo equilatero, a distancia de 100 km uns dos outros,
sao langados simultaneamente. O objetivo de P é atingir Q, Q dirige-se para R e R
deve atingir P. Em intervalos regulares, os misseis corrigem a rota, de acordo com
a nova posicao de seus alvos. A curva verde representa a trajetéria do missil Q, a
azul do missil R e a vermelha do P. Se os misseis se deslocam a uma velocidade
constante de 50 km/h, a partir do langamento, quanto tempo leva até que ocorra a
explosdo? (SOLDATELLI, 2016, p. 233).

A Figura 1 ilustra como as curvas de perseguicao desse problema sao representadas.

Um outro caso de uma curva de perseguicao é obtida quando dois corpos se deslocam
com velocidades Pr e Po iguais, sendo que, o perseguido, desloca-se sempre em linha reta e o
perseguidor inicia seu movimento na direcao perpendicular a linha que o perseguido se desloca.
Supondo que o perseguido sempre se deslogue para frente, sem voltar no caminho ja percorrido, o

deslocamento do perseguidor segue uma curva denominada Tractriz.
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Tractriz: uma abordagem na perspectiva da Geometria dos Rastros 5

Figura 1 — Representagao das trajetérias dos projéteis.
1)

Fonte: Soldatelli (2016, p. 233).

3 Tractriz

A curva Tractriz, além de descrever o caminho percorrido pelo perseguidor nas condi¢coes
apresentadas anteriormente, pode ser visualizada em situagbes como a interpretagao da marca

deixada pelo arrasto em um plano horizontal de um objeto ligado por uma corda:

A Tractriz é a curva do plano zy que tem a propriedade que o segmento de reta
tangente delimitado pelo ponto de tangéncia e o eixo y tem comprimento constante.
Esta curva admite a seguinte descricao mecanica: admita que uma particula A com
certa massa é arrastada a partir de sua posigao inicial sobre o eixo = ao longo de um
plano horizontal aspero por meio de uma corda AB de comprimento € > 0 mantida
tensionada, de forma que a extremidade B esteja sobre o eixo y. Esta curva foi
estudada primeiramente por James Bernoulli em 1691, tem aplicacbes mecanicas
na construcao de eixos e acusticas na construcao de alto-falantes. (EIDAM, 2012,

p. 11).

Apresentamos dois casos nos quais a curva Tractriz pode ser identificada, conforme ilustra
a Figura 2. No primeiro caso temos um pequeno barco verticalmente posicionado em relagao a
margem do cais de um porto. Um operario puxa o barco por meio de uma corda de comprimento
fixo ao longo da margem do cais. O movimento do barco segue uma Tractriz. No segundo caso
temos uma ilustragao representativa do deslocamento de um cdo em um passeio guiado por seu
cuidador, no qual, em uma situagao similar a anterior, 0 caminho percorrido pelo cao segue uma

Tractriz.
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Figura 2 — Representacdes da curva Tractriz.

VN,

Fonte: Rogawski e Adams (2018, p. 486).

Para obtencao da fungao que descreve a Tractriz, inicialmente foi utilizado o software GeoGe-
brdﬂ, no qual foi criada uma construcao dinamica que permitiu simular o movimento de um corpo B,
arrastado por um corpo A e, com distanica fixa, conforme definicao da Tractriz. Com isso, varios
pontos relativos a diferentes posigées ocupadas por esses corpos sao mostrados por meio dessa

construcédo na representacédo da Figura 3.

Figura 3 — Posicdes relativas de B quando A é posto em movimento sobre o eixo horizontal.

70
&0

50

30

20

Fonte: Elaboragao dos autores (2019).

Nas condi¢des da Figura 3:

1. Se o ponto A se movimenta na horizontal, suas cordenadas serao do tipo (z 4,0);

'E um software de geometria dinamica criado na AUstria, que combina tabelas, graficos, geometria e calculo. O
software é programado em Java e tem sua distribuicdo gratuita para dispositivos moéveis e desktops.

REMAT, Bento Gongalves, RS, Brasil, v. 6, n. 1, p. 1-16, abril de 2020.
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2. O ponto maximo da fungao se da quando o ponto A esta na posi¢ao (0,0) e o ponto B na
posigéo (0,¢), na qual € é o tamanho do segmento AB e, consequentemente, o tamanho da

corda tensionada;

3. A curva gerada pelo conjunto de posi¢cdes ocupadas pelo corpo B, no plano cartesiano, pode

ser uma fungao (f) escrita como y = f(z).

Consideremos uma reta que passa pelos pontos A = (z4,0) € B = (z4,y4). A equagao

dessa reta pode ser determinada pela equacéo geral da reta, ou seja:
Yp —ya=m-(rp — x4).

Como y4 = 0 em todas hipoteses, pode-se considerar que yz = y, resultando em:

y=m(zp —x4). (1)

O coeficiente m pode ser descrito da forma m = f’(z), logo:

y=f'(@)(zp —xa). (2)

Em seguida, consideremos um ponto C' sobre o eixo z, tal que o triangulo ABC seja reto em

C, para cada posicao que os ponto B e A se localizam, como ilustra a Figura 4.

Figura 4 — Desenho esquematico da posicao de B em relagédo a A.

J'.ﬂ-.

Fonte: Elaboragao dos autores (2019).

Desse modo, podemos estabelecer as relagdes para as coordenadas =4 € xp da seguinte

forma:

REMAT, Bento Gongalves, RS, Brasil, v. 6, n. 1, p. 1-16, abril de 2020.
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1. A medida do lado BC = yg — yc €, como yc = 0, BC = yg;

2. A medida do lado AB = ¢;

3. A medida do lado AC = (x4 — x¢) €, como z¢ = z, podemos reescrever AC como AC =

(za —z0) = |(xB — 24)|.

No tridngulo retangulo ABC, utilizando o teorema de Pitagoras para estabelecer a medida

do lado AB em fungao dos catetos, obtemos:

(IEB - 'IA)2 + ?JQ = 621

(x5 —2a)® =€® =y,
(xp —xp) = £\/e2 —y2. (3)

Substituindo (3) em (2) obtemos:

y=f'(x) er—y? (4)

Na regiao considerada, f/'(z) < 0, uma vez que a fungdo que descreve a reta da Tractriz,
com z > 0, € uma fungao decrescente. Caso f'(z) fosse maior que zero, teriamos a funcao Trac-
triz crescente. Considerando que a fungao Tractriz esta definida para = > 0, admitira a seguinte

condigao:
y=—f) VEF
y(0) =¢

que é a forma caracteristica de uma equagao diferencial sujeita a auma condigao inicial, cuja solugao

()

€ a funcao que descreve a Tractriz. Dessa forma:

y=—f'() e? -y

dy — y

dr /22 _ Y2
Pelo método de solucao das variaveis separaveis obtemos:

2 __ 42
_NVETY Gy = d,

(7)
y

REMAT, Bento Gongalves, RS, Brasil, v. 6, n. 1, p. 1-16, abril de 2020.
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/—Vi_dey =z 4 C. (8)

A solugao da integral representada em pode ser obtida a partir da parametrizagao de y
em funcéo do angulo 8 que a corda faz com o sentido do deslocamento, conforme mostrado na
Figura 4, ou seja:

y = -sin(8) )

dy = ¢ - cos(B)d(p). (10)

Substituindo (9) em (8):

2 2. ain2
/_ € 5' sin 5dy::v—|—0,
€-sin 8

[-lay=ec. (1)
sin 8

Substituindo em (11) chegamos a:

/_c9s§€ -cosBdB =x+ C,

Sin

e, consequentemente,

x = —¢- (—1In|csc(B) + cot(B)| + cos(8) + C. (12)

Considerando que no inicio do movimento, 5 = g e x =0, logo:
z =¢- (In|csc(m/2) 4 cot(m/2)| — cos(m/2) + C (13)
na qual C = 0. Dessa forma, a solugao de (5) é descrita pelo conjunto de equagdes paramétricas:

o = & (1n] esc(B) + cot ()] — cos(8) 4

y =¢e-sin(f)

Como admitimos que a fungao f da Tractriz pode ser escrita como y = f(x), essa fungao
pode ser obtida com o auxilio da Figura 4. Como as medidas dos catetos da Figura 4 s6 dependem

de coordenadas y e da constante ¢, podemos reparametrizar em coordenadas (z,y) utilizando a

equagao para:

/2 _ 42

Y
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4 Avaliacao Experimental

Com a finalidade de verificar experimentalmente o seguimento de uma trajetéria Tractriz, foi
idealizado um episddio com base na teoria dos rastros, utilizando-se de uma bicicleta infantil. Em
uma bicicleta, a distancia das rodas é constante e a trajetoria que a roda traseira descreve é uma
curva de perseguicao com relagao a roda dianteira. A forma como as bicicletas sao construidas
permitem que o guidom gire em um angulo maior de noventa graus. Com isso, se posicionarmos o
guidom de forma que a roda dianteira fique perpendicular a roda traseira e movermos a bicicleta na
direcao da roda dianteira, a roda traseira seguira uma curva de perseguicao Tractriz em relacao a

roda dianteira.

A confecgao do aparato experimental iniciou com a utilizagao de uma folha de papel pardo de
cinco metros, com marcacao de um sistema cartesiano ortogonal para valores positivos na horizontal
e na vertical. Para a marcacao da curva de perseguicao Tractriz da referida bicicleta, o pneu traseiro
foi pintado com tinta esmalte branca. Como a bicicleta possuia pneu liso, o rastro deixado pela roda
resultou em uma curva bem definida permitindo mensuracao significativamente precisa de diversos
de seus pontos com relagao ao sistema cartesiano demarcado. A Figura 5 apresenta imagens do
posicionamento inicial da bicicleta sobre o sistema cartesiano e o rastro da roda traseira apds o

deslocamento da roda dianteira na diregao horizontal.

Figura 5 — Posigao inicial da bicicleta e rastro deixado da roda traseira.

Fonte: Material da pesquisa (2019).
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O experimento foi iniciado posicionando-se a bicicleta conforme a Figura 5, satisfazendo as
condicdes propostas por uma Tractriz, movendo-se a roda dianteira sobre a linha horizontal, mar-
cando o rastro deixado pela roda traseira. As medi¢des da curva em cada posi¢cao que a roda esteve
durante a trajetoria foram realizadas com auxilio de um esquadro, uma trena e um paquimetro digital.
Foram coletados 38 valores experimentais. Para isso, no eixo horizontal, foram feitas marcagdes a
cada cinco centimetros até o primeiro metro. A partir do primeiro metro as marcagdes foram feitas
a cada vinte centimetros, em funcdo da menor taxa de variagao, apds o inicio da curva. Para cada
marcacao na linha correspondente ao eixo x foi medida a distancia até a curva descrita pelo rastro,

obtendo-se com isso, os valores mostrados na Tabela 1.

O processo de avaliagao experimental da curva Tractriz inicia considerando-se que a bicicleta
descreve uma curva de perseguigao na qual o perseguido € a roda da frente e o perseguidor a roda
de tras. Para o caso do experimento realizado, a distancia fixa entre as rodas da bicicleta & dada por
e = 76. Desse modo a equacao diferencial que caracteriza o0 modelo da Tractriz, dada pela equagao
(6), fica:

/ Y
- Y 16
y e (16)
cuja solucao é dada por:
2 _ 42
v=76- [ OFVIC Y me e (17)
Yy

Diante da determinacao do parametro ¢ foi possivel realizar uma comparacgao entre os dados
tedricos e experimentais. Os valores teoricos e experimentais referentes a cada marcacao do eixo x

sao apresentados na Tabela 1.

REMAT, Bento Gongalves, RS, Brasil, v. 6, n. 1, p. 1-16, abril de 2020.
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Tabela 1 — Dados experimentais (distancias De € Dt em cm).

Distancia | Experimental (De) | Teorico (Dt) Distancia | Experimental (De) | Teorico (Dt)

0 76 76 85 18,2 18,54993
5 62 63,77399 90 17 17,33562
10 55,5 57,2023 95 15,9 16,20487
15 50 52,03885 100 15 15,15116
20 46,2 47,69447 120 11,3 11,59729
25 42,5 43,92013 140 8,8 8,89246
30 39 40,578254 160 6,3 6,8253

35 36,4 37,58212 180 5 5,24172
40 34 34,87231 200 3,7 4,02693
45 31,5 32,40551 220 2,7 3,09429
50 29,5 30,1488 240 1,8 2,37793
55 27,5 28,07629 260 1,1 1,82754
60 25,8 26,16704 280 0,765 1,4046

65 24 24,40379 300 0,626 1,07957
70 22,5 22,7020 320 0,559 0,82976
75 21 21,25935 340 0,355 0,63776
80 19,8 19,8551 360 0,147 0,4902

Fonte: Dados da pesquisa (2019).

A comparacao dos dados mostrados na Tabela 1 pode ser melhor visualizada na Figura 6.

Figura 6 — Curva tractriz ideal com pontos experimentais.

¥ (em)

——————————————————————————————————————————

1 . .
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--------------------------------------------------------

-----------------------------------------------------------

100 150 200

250 300 350
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Fonte: Elaboragao dos autores (2019).
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Uma primeira analise visual do comportamento dos pontos experimentais obtidos, em com-
paracdo com a curva Tratriz ideal, parece se aproximar quase que perfeitamente. No entanto,
um olhar mais aproximado evidencia uma diferenga significativa, principalmente nos primeiros 50
centimetros de deslocamento. Observamos ainda, que nesse trecho, os pontos experimentais estao
todos abaixo da Tractriz ideal. Diante dessa observacao, foi elaborado um grafico dos pontos de erro
(Dt — De) entre a distancia teodrica de cada ponto ao eixo z e a distanica ideal dada pelo modelo da

Tractriz, conforme mostra a Figura 7.

Figura 7 — Grafico de erros (Dt — De).
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Fonte: Dados da pesquisa (2019).

Analisando o comportamento dos pontos correspondentes ao erro entre dados experimentais
e tedricos, observamos uma oscilagao entre os valores de z = 200 e x = 350 caracteristica de um
erro de seguimento de trajetoria realizado pela roda dianteira. Ou seja, durante a condugao da
bicicleta, provavelmente a roda dianteira ndo tenha seguido sua trajetoria linear com precisao. No
entanto, o erro no inicio do deslocamento nos leva a conjectuar que existisse algum outro fator

interferindo nesses resultados.

Os pontos correspondentes aos erros em cada posicao apresenta uma tendéncia decres-
cente, tendendo a zero, se desconsiderarmos a oscilacao descrita acima, com valores maximos no
inicio do deslocamento. Desse modo, considerando que o valor do angulo 5 é maximo no inicio e
tende a zero, parece haver uma relacdo de dependéncia entre a variagao do referido angulo e a
magnitude dos erros. Considerando que, para termos a curva Tractriz, 0 meio de tracao, seja ela
uma corda, ou algum material rigido, a distancia entre os dois corpos que se movimentam deve
ser constante em toda sua extensao. Procurando identificar possiveis fatores para que o rastro nao

satisfaca as condicdes estabelecidas para a determinagdo de uma Tractriz, observamo que o giro
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do guidom altera a distancia entre as rodas. Ou seja, a bicicleta utilizada nao apresenta distancia

constante entre as rodas.

A bicicleta utilizada possui a sua distancia ¢ variavel, pelas seguintes condicoes:

e Se 0 eixo que sustenta o garfo da bicicleta estiver posicionado perpendicularmente ao plano

ao qual a bicicleta se apoia, a distancia entre os pontos que tangenciam o solo € constante;

e Se 0 eixo que sustenta o garfo da bicicleta for diferente do que o caso anterior, a distancia
entre os pontos que tangem o solo se modifica conforme varia o angulo de giro do guidom.
Nessa condicdo, quando a roda dianteira estiver perpendicular a roda traseira, teremos a
distancia minima. Quando a roda dianteira estiver paralela a roda traseira, a distancia entre

0S eixos &€ maxima.

A Figura 8, a seguir, ilustra essas condigoes.

Figura 8 — Condigdes na qual uma bicicleta pode se apresentar.
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Fonte: Watanabe (2014, online).

A bicicleta utilizada é do tipo descrito na segunda condicdo. A distancia entre as rodas se
modifica conforme o angulo formado pelo quadro da bicicleta e o guidom varia. Ou seja, o valor
¢ varia conforme 3 varia. Havendo uma relagao de dependéncia entre essas grandezas, pode ser
obtida uma fungao do tipo (), a qual, podera aperfeicoar o modelo que descreve o rastro da roda

traseira desse tipo de bicicleta, como uma fungao do angulo de giro do guidon.
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5 Conclusao

Com base nas discussdes aqui apresentadas nesse texto, entendemos que o lema “redesco-
brindo a roda” ainda se faz presente nos estudos matematicos. Fenbmenos que descrevem curvas
de perseguicao, em especial a curva Tractriz, sdo campos férteis de indagacoes e estudos aprofun-

dados.

A obtencao da equagao caracteristica do modelo da curva Tractriz evidencia a importancia
do uso das equagdes diferencias ordinarias para representar fendmenos dinamicos. Por meio da
observacao experimental realizada, foi possivel identificar comportamentos até entdo nao descritos
nesse modelo de curva de perseguicao. No entanto, a modelagem matematica precisa das carac-
teristicas de fenémenos reais e que nao é de facil obtengao. A representacao analitica das carac-
teristicas dinamicas, tais como o movimento de uma bicicleta, permite determinacdo de parametros

precisos e abrem caminho para aprimoramentos e inovagoes.

O estudo analitico, quando associado a recursos tecnoldgicos contemporaneos, tais como o
uso do software GeoGebra dao novas perspectivas para esse tipo de estudo pois permite simulagéao

numérica e variacao dinamica de parametros.

Como continuacao dos estudos relativos a curva Tractriz, pretende-se discutir a variagao da

distancia entre o ponto de tangéncia das rodas com o solo, em fungao do angulo de giro do guidom.
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