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Abstract

In this article we present some relationships between higher order arith-
Keywords _ metic progressions and linear recurrences with constant coefficients. In
'Sxtgl[ﬁg‘;:r“c’?rf:rs'O” particular, we present a new proof using the linear recurrences of a clas-
Linear Recurrences sic result that relates the arithmetic progressions of a higher order to the
Polynomials polynomials. According to this proof, the general term of a sequence is a

polynomial of degree k if, and only if, that sequence is an arithmetic pro-

gression of order k.
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1 Introducao

Neste trabalho procuramos relacionar dois tipos especiais de sequéncias: as recorréncias li-
neares de ordem superior (secao 2) e as progressoes aritméticas de ordem superior (se¢ao 3). Tais
sequéncias aparecem, com bastante frequéncia, em problemas das Olimpiadas Brasileira de Ma-
tematica das Escolas Publicas (OBMEP) (PINHEIRO; LAZZARIN, 2015), Ciéncias da Computacao
(JESUS; SILVA, 2006), etc. Com o advento do Mestrado Profissional em Matematica em Rede Na-
cional (PROFMAT), na sua disciplina de Matematica Discreta, muitos trabalhos sobre estes assuntos

surgiram, mostrando suas varias aplicagcoes e relacoes.

Nosso objetivo principal € mostrar um resultado classico que relaciona uma Progressao
Aritmética (PA) de ordem k£ com um polinbmio de grau k usando recorréncia linear de ordem k.
Mais especificamente, uma sequéncia (a,,) € uma PA de ordem k se, e somente se, o termo geral a,,
€ um polinémio de ordem k£ em n. Em geral, a abordagem usada para mostrar esse resultado usa
somas polinomiais (para maiores detalhes veja por exemplo Carvalho e Morgado (2015)). Ressal-
tamos que nao conseguimos encontrar na literatura algum trabalho que tenha a demonstragao aqui

exposta.

Este artigo esta organizado da seguinte maneira: na secao 2 abordaremos alguns aspectos
das recorréncias lineares, de maneira particular com coeficientes constantes; na secao 3 abordare-
mos as progressoes aritméticas, principalmente as de ordem superior e, ao seu final, mostraremos

o resultado supracitado.

2 Recorréncias Lineares

Vamos nesta secao apresentar alguns resultados de recorréncias lineares que consideramos

importantes para nosso objetivo principal.

Definicao 2.1. Uma sequéncia numérica é uma fun¢ao real com dominio N que, a cada n associa
um ndmero real a,,. Denotaremos (a,) para descrever a sequéncia (a1, az,as,...). Os numeros
ai,as,as, ... S840 chamados termos da sequéncia. O termo genérico a,, € chamado termo geral da

sequéncia.

Exemplo 2.2. Sdo exemplos de sequéncias:

1. (an) =1(1,3,5,7,9,...) = (2n —1);
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2. (an) = (2,4,8,16,...) = (2M);

3. (an) = (1,2,6,24,120,...) = (n!).

Definida o que € uma sequéncia, vamos relembrar a definicao de recorréncias lineares.
Definicao 2.3. Uma recorréncia linear de primeira ordem é do tipo
Tn1 = f(n)zn + g(n)

onde f(n) e g(n) sdo fungbes que dependem apenas de n. Quando g(n) = 0, dizemos que a

recorréncia € homogénea.

Note que as progressdes aritméticas x,,.1 = x,, + r sdo exemplos de recorréncias lineares
de primeira ordem com f(n) = 1 e g(n) = r. Outros exemplos sdo as progressoes geométricas

Tpy1 = axy,, bastando tomar f(n) =a # 0e g(n) = 0.
Definicao 2.4. Uma recorréncia linear de segunda ordem é uma recorréncia do tipo
Tnto = f(n)Tni1 + g(n)zy + h(n)

com f(n), g(n) # 0, e h(n) fungdes cujos dominios sdo o conjunto dos numeros naturais. Quando

h(n) = 0, dizemos que a recorréncia € homogénea.

Quando as funcoes f e g sao constantes na Definicao 2.4 temos, entao, uma recorréncia

linear de segunda ordem com coeficientes constantes
Tpi2 = PTpy1 + qry + h(n) (1)
€ uma equacao caracteristica associada a esta recorréncia dada por
r? =pr+gq ()

Exemplo 2.5. A equacédo de Fibonacci, F,, 12 = F,,+1 + F,, com F, = F| = 1, forma uma recorréncia

linear homogénea (F,,) de ordem 2 com equagéo caracteristicar® = r + 1.

Dizemos que uma equagao de recorréncia foi resolvida quando determinamos uma férmula

fechada para a recorréncia. Por exemplo, vamos resolver a recorréncia linear de primeira ordem
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Tni1 = nx, com z; = 2. Nesse caso, aplicando a recorréncia paran = 1,2, ..., tem-se

ro = 1- I
T3 = 2-x9
T4y = 3-x3
Tpn = (n—1) 2y

e multiplicando membro a membro obtemos

Ty X3 Ty-... Ty = x1-2x9-3x3-...-(M—1) 2p_1
T, = 1-2.3-4-...-(n—1)-1
Tn = (n=—1!
Como z; = 2,
T, = (=12
Ty = 2(n-—1)!

Resolver uma recorréncia linear de segunda ordem com coeficientes constantes é bem di-
ferente, pois usa-se a equagao caracteristica. O proximo resultado mostra a solugao para o caso

homogéneo.

Teorema 2.6. Sejam r, e ry as raizes da equacgdo caracteristica r> = pr + q. Entdo, todas as

solugbes da recorréncia linear de coeficientes constantes x,, o = prn1+1 + qr,, S40 da forma

i) 2, = Cir?? + Cor, sery # ro;
1 2

i) z, = (C1 +Con)r", s€r1 =ro =17,

onde C, e Cy sdo constantes.

Uma demonstragdo sobre esse resultado pode ser encontrada em Carvalho e Morgado

(2015). Voltemos a sequéncia de Fibonacci (Exemplo 2.5), cuja equacao caracteristica € dada por

L I 1 1—-+/5 ~ A
r? = r + 1 e possui raizes distintas r; = +2\/5 ery = 2\[- Logo, a solugao da recorréncia e
dada por
n n
1+V5 1-V5
Fn—Cl< 9 ) +C2< 9 ) (3)
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Determinaremos C; € Cs usando Fy = F; = 1. Substituindon =0e n =1 em (3), temos

Ci+Cy=1
(559 e (57) -
2
de onde concluimos que
CIZ\/5+1602:\/5—1
2v/5 2v/5
Dai,
oo VoL (14VE) T VB (115
" avs 2 2v/5 2
ou ainda,

+1 +1
n_ 1 1+v5\" 1 (1-v5\"
"5 2 NG 2
De maneira geral, podemos generalizar as recorréncias lineares de ordem 2 para ordens

maiores.

Definicao 2.7. Uma recorréncia linear de ordem k com coeficientes constantes é uma sequéncia
numeérica onde existem constantes reais py, p1, ..., px,—1 € uma fungdo f cujo dominio é o conjunto

dos numeros naturais, e tal que

Tptk = Pk—1Tntk—1 + Pk—2%n+k—2 + - .. + Doxn + f(n) (4)

com py # 0. Quando a fungéo f(n) = 0, dizemos que a recorréncia é homogénea.

Da mesma forma que ocorre em uma recorréncia linear de ordem 2, temos uma equacao

caracteristica associada a recorréncia (4) dada por

r* = P pear T2 4 pur + po (5)

De maneira similar ao Teorema 2.6, podemos considerar a multiplicidade das raizes da

equacao caracteristica (5) e reescrevé-la como
(x—r)*(xz—r)® ..o (x—1r)* =0

comr; # r;quando i # jeVi,j € {1,2,3,...,t}, e o > 1 é a multiplicidade da raiz r;. Note que
devemos ter

a1 tas+...+to =k
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Dai, obtemos a solugao de uma recorréncia linear homogénea de ordem k com coeficientes

constantes:

Tn =qn)r! + @n)ry + ...+ q(n)ry (6)

em que ¢;(n) € um polindbmio de grau no maximo «; — 1 em n. Para maiores detalhes veja Fischer
(2015).

A solugao de uma recorréncia linear de ordem k£ com coeficientes constantes ndo-homogénea

€ a soma da solugao do caso homogéneo com uma solugao particular do caso nao-homogéneo.

3 Progressoes Aritméticas de Ordem Superior

Naturalmente temos que as progressdes aritméticas e geométricas sao sequéncias com
padroes bem determinados. Queremos aqui explorar um pouco as progressdes aritméticas de or-

dem superior, mas antes relembremos as principais caracteristicas das progressoes aritméticas.

Definicao 3.1. Uma Progressao Aritmética, ou simplesmente PA, é uma sequéncia (a,) em que a
diferenca entre dois termos consecutivos é sempre constante. Essa diferenca é denominado razao

da PA e sera denotada por r, ou seja, an+1 — a, =, para todon € N.

Exemplo 3.2. Alguns exemplos de PA:

1. (an) = (—7,—4,-1,2,5,...) é uma PA de razdor = 3;
2. (an) = (10,5,0,—5,—10,...) é uma PA de razaor = —5;
3. (ap) =1(2,2,2,2,2,2,...) éuma PA de razao r = 0.

Dizemos que uma PA ¢é estacionaria quando sua razao r = 0, como € o caso do terceiro item

do Exemplo 3.2. Quando r # 0, dizemos que a PA é nao-estacionaria.

O termo geral de uma PA pode ser facilmente deduzido a partir do primeiro termo e da razao.

Assim,

ap =ay+ (n—1)r (7)

Note que o termo geral de uma PA nao-estacionaria € um polindmio de grau 1 em n. Esse

fato vale em casos mais gerais de progressoes aritméticas.
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Dada uma sequéncia (a,) definimos o operador diferenca por Aa,, = a,+1 — a,. Note que
(an) € uma PA se, e somente se, a (Aa,,) € uma sequéncia de termos constantes. Se (Aa,) € uma

nova sequéncia, esta pode ser uma PA. Isso motiva a seguinte definigao:

Definicao 3.3. Dizemos que uma sequéncia (a,,) € uma Progressao Aritmética de segunda ordem

ou de ordem 2 quando (Aa,,) € uma PA nao-estacionaria.
Exemplo 3.4. (a,) = (4,5,8,13,20,...) € uma PA de segunda ordem, pois (Aa,) = (1,3,5,7,...) €

uma PA de razao r = 2.

Como ja mencionamos, o termo geral de uma PA (7) € um polinémio de grau 1. Consideremos
agora (a,) uma PA de segunda ordem. Dai, (Aa,) € uma PA, digamos de razao r e, portanto, por
(7), seqgue que

Aa, = Aa; + (n— )r

Assim, teremos

Aal = Aal
Aays = Aai+r

Aas = Aap+2r

Aan—1 = Aay+(n—2)r

Somando membro a membro e tendo em vista que

n—1
Y Aay = (a2 —a1)+ (a3 —az) + ...+ (an-1— an-2) + (an — an_1)
k=1

= anp —a

obtemos
an—a1=Mm—-1Aa;+[1+24+...+(n—2)|r
isto &,
-2 -1
an, = a1+(n—1)Aa1+(n)2(n)r
?—3n+2
= al—Aal+nAa1+%r
T 4 3
= 50 +(Aa1—§r)n+r+a1—Aa1 (8)
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que € um polindmio do segundo grau em n, visto que r # 0.

Podemos generalizar essa nocio de PA de segunda ordem para ordens maiores. Para isso,
iremos denotar A%a,, = A(Aa,) = Aany1 — Aa, €, de maneira mais geral, Afa, = A(AF1a,). Com

isso, temos a seguinte definigao:

Definicao 3.5. Dizemos que (a,) € uma Progressao Aritmética de ordem k, com k > 2, se a
sequéncia das diferengas entre cada termo e o termo anterior forma uma PA nao-estaciondria de

ordem k — 1.

Assim, podemos dizer que uma progressao aritmética € uma PA de primeira ordem. Para

uma melhor compreensao, considere os dois proximos exemplos.

Exemplo 3.6. Exemplos de PA de ordem superior:

1. (an) = (5,9,14,22,35,55,...) € uma PA de ordem 3, pois (Aa,) = (4,5,8,13,20,...) é uma

PA de segunda ordem;

2. (an) =(7,12,21,35,57,92,...) € uma PA de ordem 4, pois (Aa,) = (5,9,14,22,35,...) é uma
PA de ordem 3.

Veja que em (7) temos que o termo geral de uma PA (de ordem 1) & um polinbmio de grau
um em n e de (8) temos que o termo geral de uma PA de segunda ordem € um polinémio de grau

dois em n. Esse fato ndo é coincidéncia, conforme o seguinte resultado:

Teorema 3.7. Uma sequéncia numérica (z,,) € uma progressao aritmetica de ordem k, com k > 2,

se, e somente se, seu termo geral x,, € um polinbmio de grau k, na variavel n.

Uma demonstragao classica desse resultado, que usa somas polinomiais, pode ser encon-
trado em Carvalho e Morgado (2015). No presente artigo, queremos mostrar esse resultado usando

recorréncias lineares.

Inicialmente, vamos mostrar a préxima proposicao que relaciona as PA’s de ordem k£ com
as recorréncias lineares de ordem k. Vale ressaltar que um resultado similar foi obtido por Pereira

(2014), que relaciona uma PA de ordem k& com uma recorréncia linear homogénea de ordem k + 1.

Proposicao 3.8. Toda PA (x,) de ordem k pode ser representada por uma recorréncia linear nao-

homogénea de ordem k, tal que
k k _ k k
L T () N R e (R RN SV (Y P
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onde c é uma constante real nao nula.

Prova: Vamos mostrar usando inducao sobre k. Para k = 1 temos Az, = ¢, em que ¢ € uma
constante nao nula; logo =, .1 — x, = c € 0 resultado é verdadeiro para k = 1. Suponha agora que o

resultado seja verdadeiro para k. Vamos mostrar que o resultado é verdadeiro para k + 1.

Considere (z,) uma PA de ordem k + 1; entdo Az,, € uma PA de ordem k ndo-estacionaria.

Assim, pela hipétese de inducao

k k k k
c = Azpip— Azpip—1+ AZpip-o+ ...+ (=1)F! Azpir+ (D", ) Az,
1 2 k—1 k
k k k k
= Totktl T otk = | ) otk + 1) Fnth=1 + g ) Tnth—1 7 | o | Tntk-2 + ...
_ k _ k k k
(5 = G0 (E i G0 () Jamia = 0 () o

Observando os termos semelhantes e usando a relagao de Stifel

GG =G)

teremos

= o [0 (e [+ Qe
) Qe G

kE+1 kE+1
= Tngk41 — 1 Ttk + 9 Tptk—1+ ...

k+1 k+1
+(_1)k< L >$n+1+(_1)k+1<k+1>xn

Logo, o resultado é verdadeiro para k£ + 1. Portanto, pelo Principio da Indugao Finita, o

resultado é verdadeiro para todo k natural. O
A préxima proposicao mostra a relagao dos graus dos polinbmios quando aplicados no ope-

rador diferenca.

Proposicao 3.9. Se x,, € um polinémio de grau k em n com coeficiente lider «y, entdo Ax,, é um

polinémio de grau k — 1 em n com coeficiente lider koy,.

REMAT, Bento Goncgalves, RS, Brasil, v. 6, n. 1, p. 1-12, 3 de junho de 2020.
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Prova: Como z,, € um polinbmio de grau k£ em n com coeficiente lider o, podemos escrever x,,

como

T, = aknk + ozk_mk_l +...+an+ o

k .
= Doy
7=0
Note que, pelo desenvolvimento do binémio de Newton,
1Y = J=t _ ] Jj—t
e = (D =ai+ Y ()
1V —pd = J—1
Usando essa expressao obtemos

Arp, = Tpi1—Tp= Zaj(n +1)7 — Zajnj

em que Pj_s(n) € um polindmio de grau k — 2 em n. Portanto, Az, € um polinémio de grau k¥ — 1 em

n com coeficiente lider kay,. O

Ao aplicarmos o resultado da Proposicao 3.9 seguidamente obteremos o seguinte corolario:

Corolario 3.10. Se x,, € um polinémio de grau k em n com coeficiente lider oy, entao (x,,) é uma PA

de ordem k e AFxz, = klay,.

Prova: Aplicando o resultado da Proposi¢éo 3.9 para o polindmio Az, teremos que A?z, é um
polinbmio de grau k — 2 em n, com coeficiente lider k(k — 1)«y. Aplicando esse resultado sucessivas
vezes, teremos que A*~!z,, € um polindnio de grau 1 em n, com coeficiente lider k- (k — 1) -... - 2ay.

E, por fim, A*z, = kloy, # 0 € uma constante. Portanto, (z,,) é uma PA de ordem k. O

REMAT, Bento Goncgalves, RS, Brasil, v. 6, n. 1, p. 1-12, 3 de junho de 2020.
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Agora estamos preparados para demonstrar o Teorema 3.7 usando recorréncias lineares.

3.1 Prova do Teorema 3.7

Prova: Suponhamos inicialmente que (z,,) € uma PA de ordem k. Entdo, pela Proposigao 3.8, temos

que z,, € uma recorréncia linear nao-homogénea de ordem k tal que

k k
Totk = |4 )%ntk-1 + o ) Tnth—2 + ..

+ (—1)F! (k ﬁ 1) Tt + (—1)F (:)xn —¢c

em que ¢ é uma constante real ndo nula. Ou ainda,
k k )
ST ) (—1)Pzpppp =c 9)
p=0 p
cuja equacao caracteristica é dada por

0=>" (ﬁ) (=1)Prk=P = (r — 1)*

p=0
Portanto, a solugao do caso homogéneo é dada por

Yn = (bo +bin+...+ bk_lnk_l)ln

= bo+bin+...+by_nt! (10)

Como a solugao geral da recorréncia (9) € dada pela solugao do caso homogéneo mais uma

solugao particular de (9), precisamos determinar uma solugao particular. Para isto, consideremos
C

= k'nk' Entao, pela Proposicao 3.9 e pelo Corolario 3.10, temos que a,, satisfaz

an

Akan:kL%:c

Portanto, (a,,) satisfaz a recorréncia (9), logo € uma solugdo particular. Combinando esse

resultado com (10) temos que a solugao geral de (z,,) é dada por

Tn = Yntan

= bo+bin+...+bp_n* 1+ %nk

que € um polindmio de grau k& em n, visto que ¢ # 0.

Reciprocamente, suponhamos que z,, € um polindmio de grau k em n. Aplicando a Proposi¢ao

3.9 juntamente com o Corolario 3.10, o resultado segue de imediato. O
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4 Consideracoes Finais

Neste trabalho provamos um resultado classico de Progressoes Aritméticas de ordem su-
perior usando recorréncias lineares de ordem superior. Além disso, exibimos alguns resultados
que mostram a relacao direta existente entre esses entes matematicos. As provas encontradas na
maioria dos livros para esse resultado usa somas polinomiais, que tem suas vantagens. Nossa abor-
dagem nao pode ser considerada mais geral que essa classica, entretanto, traz uma nova visao e
relagao das progressoes aritméticas de ordem superior com as recorréncias lineares de coeficientes

constantes.
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