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Resumo

Neste artigo apresentamos algumas relações entre progressões
aritméticas de ordem superior e recorrências lineares com coeficientes
constantes. De maneira particular, apresentamos uma nova prova usando
as recorrências lineares de um resultado clássico que relaciona as pro-
gressões aritméticas de ordem superior com os polinômios. Tal prova
afirma que o termo geral de uma sequência é um polinômio de grau k
se, e somente se, essa sequência é uma progressão aritmética de ordem
k.
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Abstract
In this article we present some relationships between higher order arith-
metic progressions and linear recurrences with constant coefficients. In
particular, we present a new proof using the linear recurrences of a clas-
sic result that relates the arithmetic progressions of a higher order to the
polynomials. According to this proof, the general term of a sequence is a
polynomial of degree k if, and only if, that sequence is an arithmetic pro-
gression of order k.
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1 Introdução

Neste trabalho procuramos relacionar dois tipos especiais de sequências: as recorrências li-

neares de ordem superior (seção 2) e as progressões aritméticas de ordem superior (seção 3). Tais

sequências aparecem, com bastante frequência, em problemas das Olimpı́adas Brasileira de Ma-

temática das Escolas Públicas (OBMEP) (PINHEIRO; LAZZARIN, 2015), Ciências da Computação

(JESUS; SILVA, 2006), etc. Com o advento do Mestrado Profissional em Matemática em Rede Na-

cional (PROFMAT), na sua disciplina de Matemática Discreta, muitos trabalhos sobre estes assuntos

surgiram, mostrando suas várias aplicações e relações.

Nosso objetivo principal é mostrar um resultado clássico que relaciona uma Progressão

Aritmética (PA) de ordem k com um polinômio de grau k usando recorrência linear de ordem k.

Mais especificamente, uma sequência (an) é uma PA de ordem k se, e somente se, o termo geral an

é um polinômio de ordem k em n. Em geral, a abordagem usada para mostrar esse resultado usa

somas polinomiais (para maiores detalhes veja por exemplo Carvalho e Morgado (2015)). Ressal-

tamos que não conseguimos encontrar na literatura algum trabalho que tenha a demonstração aqui

exposta.

Este artigo está organizado da seguinte maneira: na seção 2 abordaremos alguns aspectos

das recorrências lineares, de maneira particular com coeficientes constantes; na seção 3 abordare-

mos as progressões aritméticas, principalmente as de ordem superior e, ao seu final, mostraremos

o resultado supracitado.

2 Recorrências Lineares

Vamos nesta seção apresentar alguns resultados de recorrências lineares que consideramos

importantes para nosso objetivo principal.

Definição 2.1. Uma sequência numérica é uma função real com domı́nio N que, a cada n associa

um número real an. Denotaremos (an) para descrever a sequência (a1, a2, a3, . . .). Os números

a1, a2, a3, . . . são chamados termos da sequência. O termo genérico an é chamado termo geral da

sequência.

Exemplo 2.2. São exemplos de sequências:

1. (an) = (1, 3, 5, 7, 9, . . .) = (2n− 1);
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2. (an) = (2, 4, 8, 16, . . .) = (2n);

3. (an) = (1, 2, 6, 24, 120, . . .) = (n!).

Definida o que é uma sequência, vamos relembrar a definição de recorrências lineares.

Definição 2.3. Uma recorrência linear de primeira ordem é do tipo

xn+1 = f(n)xn + g(n)

onde f(n) e g(n) são funções que dependem apenas de n. Quando g(n) = 0, dizemos que a

recorrência é homogênea.

Note que as progressões aritméticas xn+1 = xn + r são exemplos de recorrências lineares

de primeira ordem com f(n) = 1 e g(n) = r. Outros exemplos são as progressões geométricas

xn+1 = axn, bastando tomar f(n) = a 6= 0 e g(n) = 0.

Definição 2.4. Uma recorrência linear de segunda ordem é uma recorrência do tipo

xn+2 = f(n)xn+1 + g(n)xn + h(n)

com f(n), g(n) 6= 0, e h(n) funções cujos domı́nios são o conjunto dos números naturais. Quando

h(n) = 0, dizemos que a recorrência é homogênea.

Quando as funções f e g são constantes na Definição 2.4 temos, então, uma recorrência

linear de segunda ordem com coeficientes constantes

xn+2 = pxn+1 + qxn + h(n) (1)

e uma equação caracterı́stica associada a esta recorrência dada por

r2 = pr + q (2)

Exemplo 2.5. A equação de Fibonacci, Fn+2 = Fn+1 + Fn com F0 = F1 = 1, forma uma recorrência

linear homogênea (Fn) de ordem 2 com equação caracterı́stica r2 = r + 1.

Dizemos que uma equação de recorrência foi resolvida quando determinamos uma fórmula

fechada para a recorrência. Por exemplo, vamos resolver a recorrência linear de primeira ordem
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xn+1 = nxn com x1 = 2. Nesse caso, aplicando a recorrência para n = 1, 2, . . ., tem-se

x2 = 1 · x1

x3 = 2 · x2

x4 = 3 · x3
...

xn = (n− 1) · xn−1

e multiplicando membro a membro obtemos

x2 · x3 · x4 · . . . · xn = x1 · 2x2 · 3x3 · . . . · (n− 1) · xn−1

xn = 1 · 2 · 3 · 4 · . . . · (n− 1) · x1

xn = (n− 1)! · x1

Como x1 = 2,

xn = (n− 1)! · 2

xn = 2(n− 1)!

Resolver uma recorrência linear de segunda ordem com coeficientes constantes é bem di-

ferente, pois usa-se a equação caracterı́stica. O próximo resultado mostra a solução para o caso

homogêneo.

Teorema 2.6. Sejam r1 e r2 as raı́zes da equação caracterı́stica r2 = pr + q. Então, todas as

soluções da recorrência linear de coeficientes constantes xn+2 = pxn+1 + qxn são da forma

i) xn = C1r
n
1 + C2r

n
2 , se r1 6= r2;

ii) xn = (C1 + C2n)rn, se r1 = r2 = r;

onde C1 e C2 são constantes.

Uma demonstração sobre esse resultado pode ser encontrada em Carvalho e Morgado

(2015). Voltemos à sequência de Fibonacci (Exemplo 2.5), cuja equação caracterı́stica é dada por

r2 = r + 1 e possui raı́zes distintas r1 =
1 +
√

5

2
e r2 =

1−
√

5

2
. Logo, a solução da recorrência é

dada por

Fn = C1

(
1 +
√

5

2

)n
+ C2

(
1−
√

5

2

)n
(3)
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Determinaremos C1 e C2 usando F0 = F1 = 1. Substituindo n = 0 e n = 1 em (3), temos
C1 + C2 = 1

C1

(
1 +
√

5

2

)
+ C2

(
1−
√

5

2

)
= 1

de onde concluı́mos que

C1 =

√
5 + 1

2
√

5
e C2 =

√
5− 1

2
√

5

Daı́,

Fn =

√
5 + 1

2
√

5

(
1 +
√

5

2

)n
+

√
5− 1

2
√

5

(
1−
√

5

2

)n
ou ainda,

Fn =
1√
5

(
1 +
√

5

2

)n+1

− 1√
5

(
1−
√

5

2

)n+1

De maneira geral, podemos generalizar as recorrências lineares de ordem 2 para ordens

maiores.

Definição 2.7. Uma recorrência linear de ordem k com coeficientes constantes é uma sequência

numérica onde existem constantes reais p0, p1, . . ., pk−1 e uma função f cujo domı́nio é o conjunto

dos números naturais, e tal que

xn+k = pk−1xn+k−1 + pk−2xn+k−2 + . . .+ p0xn + f(n) (4)

com p0 6= 0. Quando a função f(n) = 0, dizemos que a recorrência é homogênea.

Da mesma forma que ocorre em uma recorrência linear de ordem 2, temos uma equação

caracterı́stica associada à recorrência (4) dada por

rk = pk−1r
k−1 + pk−2r

k−2 + . . .+ p1r + p0 (5)

De maneira similar ao Teorema 2.6, podemos considerar a multiplicidade das raı́zes da

equação caracterı́stica (5) e reescrevê-la como

(x− r1)α1(x− r2)α2 · . . . · (x− rt)αt = 0

com ri 6= rj quando i 6= j e ∀i, j ∈ {1, 2, 3, . . . , t}, e αi ≥ 1 é a multiplicidade da raiz ri. Note que

devemos ter

α1 + α2 + . . .+ αt = k
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Daı́, obtemos a solução de uma recorrência linear homogênea de ordem k com coeficientes

constantes:

xn = q1(n)rn1 + q2(n)rn2 + . . .+ qt(n)rnt (6)

em que qi(n) é um polinômio de grau no máximo αi − 1 em n. Para maiores detalhes veja Fischer

(2015).

A solução de uma recorrência linear de ordem k com coeficientes constantes não-homogênea

é a soma da solução do caso homogêneo com uma solução particular do caso não-homogêneo.

3 Progressões Aritméticas de Ordem Superior

Naturalmente temos que as progressões aritméticas e geométricas são sequências com

padrões bem determinados. Queremos aqui explorar um pouco as progressões aritméticas de or-

dem superior, mas antes relembremos as principais caracterı́sticas das progressões aritméticas.

Definição 3.1. Uma Progressão Aritmética, ou simplesmente PA, é uma sequência (an) em que a

diferença entre dois termos consecutivos é sempre constante. Essa diferença é denominado razão

da PA e será denotada por r, ou seja, an+1 − an = r, para todo n ∈ N.

Exemplo 3.2. Alguns exemplos de PA:

1. (an) = (−7,−4,−1, 2, 5, . . .) é uma PA de razão r = 3;

2. (an) = (10, 5, 0,−5,−10, . . .) é uma PA de razão r = −5;

3. (an) = (2, 2, 2, 2, 2, 2, . . .) é uma PA de razão r = 0.

Dizemos que uma PA é estacionária quando sua razão r = 0, como é o caso do terceiro item

do Exemplo 3.2. Quando r 6= 0, dizemos que a PA é não-estacionária.

O termo geral de uma PA pode ser facilmente deduzido a partir do primeiro termo e da razão.

Assim,

an = a1 + (n− 1)r (7)

Note que o termo geral de uma PA não-estacionária é um polinômio de grau 1 em n. Esse

fato vale em casos mais gerais de progressões aritméticas.

REMAT, Bento Gonçalves, RS, Brasil, v. 6, n. 1, p. 1-12, 3 de junho de 2020.



Progressões Aritméticas de Ordem Superior e Recorrências Lineares 7

Dada uma sequência (an) definimos o operador diferença por ∆an = an+1 − an. Note que

(an) é uma PA se, e somente se, a (∆an) é uma sequência de termos constantes. Se (∆an) é uma

nova sequência, esta pode ser uma PA. Isso motiva a seguinte definição:

Definição 3.3. Dizemos que uma sequência (an) é uma Progressão Aritmética de segunda ordem

ou de ordem 2 quando (∆an) é uma PA não-estacionária.

Exemplo 3.4. (an) = (4, 5, 8, 13, 20, . . .) é uma PA de segunda ordem, pois (∆an) = (1, 3, 5, 7, . . .) é

uma PA de razão r = 2.

Como já mencionamos, o termo geral de uma PA (7) é um polinômio de grau 1. Consideremos

agora (an) uma PA de segunda ordem. Daı́, (∆an) é uma PA, digamos de razão r e, portanto, por

(7), segue que

∆an = ∆a1 + (n− 1)r

Assim, teremos

∆a1 = ∆a1

∆a2 = ∆a1 + r

∆a3 = ∆a1 + 2r

...

∆an−1 = ∆a1 + (n− 2)r

Somando membro a membro e tendo em vista que

n−1∑
k=1

∆ak = (a2 − a1) + (a3 − a2) + . . .+ (an−1 − an−2) + (an − an−1)

= an − a1

obtemos

an − a1 = (n− 1)∆a1 + [1 + 2 + . . .+ (n− 2)]r

isto é,

an = a1 + (n− 1)∆a1 +
(n− 2)(n− 1)

2
r

= a1 −∆a1 + n∆a1 +
n2 − 3n+ 2

2
r

=
r

2
n2 + (∆a1 −

3

2
r)n+ r + a1 −∆a1 (8)

REMAT, Bento Gonçalves, RS, Brasil, v. 6, n. 1, p. 1-12, 3 de junho de 2020.



Rafael Jorge Pontes Diógenes, Erika Joyce Silva Lima 8

que é um polinômio do segundo grau em n, visto que r 6= 0.

Podemos generalizar essa noção de PA de segunda ordem para ordens maiores. Para isso,

iremos denotar ∆2an = ∆(∆an) = ∆an+1−∆an e, de maneira mais geral, ∆kan = ∆(∆k−1an). Com

isso, temos a seguinte definição:

Definição 3.5. Dizemos que (an) é uma Progressão Aritmética de ordem k, com k > 2, se a

sequência das diferenças entre cada termo e o termo anterior forma uma PA não-estacionária de

ordem k − 1.

Assim, podemos dizer que uma progressão aritmética é uma PA de primeira ordem. Para

uma melhor compreensão, considere os dois próximos exemplos.

Exemplo 3.6. Exemplos de PA de ordem superior:

1. (an) = (5, 9, 14, 22, 35, 55, . . .) é uma PA de ordem 3, pois (∆an) = (4, 5, 8, 13, 20, . . .) é uma

PA de segunda ordem;

2. (an) = (7, 12, 21, 35, 57, 92, . . .) é uma PA de ordem 4, pois (∆an) = (5, 9, 14, 22, 35, . . .) é uma

PA de ordem 3.

Veja que em (7) temos que o termo geral de uma PA (de ordem 1) é um polinômio de grau

um em n e de (8) temos que o termo geral de uma PA de segunda ordem é um polinômio de grau

dois em n. Esse fato não é coincidência, conforme o seguinte resultado:

Teorema 3.7. Uma sequência numérica (xn) é uma progressão aritmética de ordem k, com k ≥ 2,

se, e somente se, seu termo geral xn é um polinômio de grau k, na variável n.

Uma demonstração clássica desse resultado, que usa somas polinomiais, pode ser encon-

trado em Carvalho e Morgado (2015). No presente artigo, queremos mostrar esse resultado usando

recorrências lineares.

Inicialmente, vamos mostrar a próxima proposição que relaciona as PA’s de ordem k com

as recorrências lineares de ordem k. Vale ressaltar que um resultado similar foi obtido por Pereira

(2014), que relaciona uma PA de ordem k com uma recorrência linear homogênea de ordem k + 1.

Proposição 3.8. Toda PA (xn) de ordem k pode ser representada por uma recorrência linear não-

homogênea de ordem k, tal que

xn+k −
(
k

1

)
xn+k−1 +

(
k

2

)
xn+k−2 + . . .+ (−1)k−1

(
k

k − 1

)
xn+1 + (−1)k

(
k

k

)
xn = c
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onde c é uma constante real não nula.

Prova: Vamos mostrar usando indução sobre k. Para k = 1 temos ∆xn = c, em que c é uma

constante não nula; logo xn+1 − xn = c e o resultado é verdadeiro para k = 1. Suponha agora que o

resultado seja verdadeiro para k. Vamos mostrar que o resultado é verdadeiro para k + 1.

Considere (xn) uma PA de ordem k + 1; então ∆xn é uma PA de ordem k não-estacionária.

Assim, pela hipótese de indução

c = ∆xn+k −
(
k

1

)
∆xn+k−1 +

(
k

2

)
∆xn+k−2 + . . .+ (−1)k−1

(
k

k − 1

)
∆xn+1 + (−1)k

(
k

k

)
∆xn

= xn+k+1 − xn+k −
(
k

1

)
xn+k +

(
k

1

)
xn+k−1 +

(
k

2

)
xn+k−1 −

(
k

2

)
xn+k−2 + . . .

+(−1)k−1

(
k

k − 1

)
xn+2 − (−1)k−1

(
k

k − 1

)
xn+1 + (−1)k

(
k

k

)
xn+1 − (−1)k

(
k

k

)
xn

Observando os termos semelhantes e usando a relação de Stifel

(
k

p

)
+

(
k

p+ 1

)
=

(
k + 1

p+ 1

)

teremos

c = xn+k+1 −
[(
k

0

)
+

(
k

1

)]
xn+k +

[(
k

1

)
+

(
k

2

)]
xn+k−1 + . . .

+(−1)k
[(

k

k − 1

)
+

(
k

k

)]
xn+1 + (−1)k+1

(
k + 1

k + 1

)
xn

= xn+k+1 −
(
k + 1

1

)
xn+k +

(
k + 1

2

)
xn+k−1 + . . .

+(−1)k
(
k + 1

k

)
xn+1 + (−1)k+1

(
k + 1

k + 1

)
xn

Logo, o resultado é verdadeiro para k + 1. Portanto, pelo Princı́pio da Indução Finita, o

resultado é verdadeiro para todo k natural. �

A próxima proposição mostra a relação dos graus dos polinômios quando aplicados no ope-

rador diferença.

Proposição 3.9. Se xn é um polinômio de grau k em n com coeficiente lı́der αk, então ∆xn é um

polinômio de grau k − 1 em n com coeficiente lı́der kαk.

REMAT, Bento Gonçalves, RS, Brasil, v. 6, n. 1, p. 1-12, 3 de junho de 2020.
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Prova: Como xn é um polinômio de grau k em n com coeficiente lı́der αk, podemos escrever xn

como

xn = αkn
k + αk−1n

k−1 + . . .+ α1n+ α0

=
k∑
j=0

αjn
j

Note que, pelo desenvolvimento do binômio de Newton,

(n+ 1)j =

j∑
i=0

(
j

i

)
nj−i = nj +

j∑
i=1

(
j

i

)
nj−i

(n+ 1)j − nj =

j∑
i=1

(
j

i

)
nj−i

Usando essa expressão obtemos

∆xn = xn+1 − xn =

k∑
j=0

αj(n+ 1)j −
k∑
j=0

αjn
j

=

k∑
j=0

αj [(n+ 1)j − nj ] =

k∑
j=0

αj

j∑
i=1

(
j

i

)
nj−i

= αk

k∑
i=1

(
k

i

)
nk−i +

k−1∑
j=0

αj

j∑
i=1

(
j

i

)
nj−i

= αk

(
k

1

)
nk−1 + αk

k∑
i=2

(
k

i

)
nk−i

+
k−1∑
j=0

αj

j∑
i=1

(
j

i

)
nj−i

= kαkn
k−1 + Pk−2(n)

em que Pk−2(n) é um polinômio de grau k− 2 em n. Portanto, ∆xn é um polinômio de grau k− 1 em

n com coeficiente lı́der kαk. �

Ao aplicarmos o resultado da Proposição 3.9 seguidamente obteremos o seguinte corolário:

Corolário 3.10. Se xn é um polinômio de grau k em n com coeficiente lı́der αk, então (xn) é uma PA

de ordem k e ∆kxn = k!αk.

Prova: Aplicando o resultado da Proposição 3.9 para o polinômio ∆xn teremos que ∆2xn é um

polinômio de grau k− 2 em n, com coeficiente lı́der k(k− 1)αk. Aplicando esse resultado sucessivas

vezes, teremos que ∆k−1xn é um polinônio de grau 1 em n, com coeficiente lı́der k · (k− 1) · . . . · 2αk.

E, por fim, ∆kxn = k!αk 6= 0 é uma constante. Portanto, (xn) é uma PA de ordem k. �

REMAT, Bento Gonçalves, RS, Brasil, v. 6, n. 1, p. 1-12, 3 de junho de 2020.
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Agora estamos preparados para demonstrar o Teorema 3.7 usando recorrências lineares.

3.1 Prova do Teorema 3.7

Prova: Suponhamos inicialmente que (xn) é uma PA de ordem k. Então, pela Proposição 3.8, temos

que xn é uma recorrência linear não-homogênea de ordem k tal que

xn+k −
(
k

1

)
xn+k−1 +

(
k

2

)
xn+k−2 + . . .

+ (−1)k−1

(
k

k − 1

)
xn+1 + (−1)k

(
k

k

)
xn = c

em que c é uma constante real não nula. Ou ainda,
k∑
p=0

(
k

p

)
(−1)pxn+k−p = c (9)

cuja equação caracterı́stica é dada por

0 =
∑
p=0

(
k

p

)
(−1)prk−p = (r − 1)k

Portanto, a solução do caso homogêneo é dada por

yn = (b0 + b1n+ . . .+ bk−1n
k−1)1n

= b0 + b1n+ . . .+ bk−1n
k−1 (10)

Como a solução geral da recorrência (9) é dada pela solução do caso homogêneo mais uma

solução particular de (9), precisamos determinar uma solução particular. Para isto, consideremos

an =
c

k!
nk. Então, pela Proposição 3.9 e pelo Corolário 3.10, temos que an satisfaz

∆kan = k! · c
k!

= c

Portanto, (an) satisfaz a recorrência (9), logo é uma solução particular. Combinando esse

resultado com (10) temos que a solução geral de (xn) é dada por

xn = yn + an

= b0 + b1n+ . . .+ bk−1n
k−1 +

c

k!
nk

que é um polinômio de grau k em n, visto que c 6= 0.

Reciprocamente, suponhamos que xn é um polinômio de grau k em n. Aplicando a Proposição

3.9 juntamente com o Corolário 3.10, o resultado segue de imediato. �

REMAT, Bento Gonçalves, RS, Brasil, v. 6, n. 1, p. 1-12, 3 de junho de 2020.
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4 Considerações Finais

Neste trabalho provamos um resultado clássico de Progressões Aritméticas de ordem su-

perior usando recorrências lineares de ordem superior. Além disso, exibimos alguns resultados

que mostram a relação direta existente entre esses entes matemáticos. As provas encontradas na

maioria dos livros para esse resultado usa somas polinomiais, que tem suas vantagens. Nossa abor-

dagem não pode ser considerada mais geral que essa clássica, entretanto, traz uma nova visão e

relação das progressões aritméticas de ordem superior com as recorrências lineares de coeficientes

constantes.
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