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Abstract
The Reed-Muller codes were discovered by David Eugene Muller and de-

Palavras-chave

coded by Irving Stoy Reed in 1954. Such codes belong to the linear code

gg:ﬁ‘,ﬁu”er family and are widely used nowadays, mainly for their simple and effici-
Mariner 9 ent decoding algorithm. There are several ways to define Reed-Muller

codes. In this work, we present, in a clear and simple way, a recursive
Keywords definition for all Reed-Muller codes of order » € N, denoted by R(r,m),
Codes where 0 < r < m, m € N. Using this definition, we show the main pa-
’\RAZfi‘:]‘e’\:";”er rameters: length, number of elements and minimum distance of first-order

Reed-Muller codes, R(1,m) for all m € N . In addition, we present an
application of the first-order codes in a National Aeronautics and Space
Administration (NASA) space program.
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1 Introducao

Os cddigos corretores de erros sao um campo de pesquisa muito ativo na atualidade, pre-
sentes em diversas areas do conhecimento, como na computagao, engenharia e matematica. Eles
sao usados para transmitir mensagens codificadas que ao serem transmitidas eletronicamente por
meio de um canal, podem sofrer alguns erros como interferéncias eletromagnéticas e de digitacao.
Esses erros, chamados de ruidos, fazem com que a mensagem recebida seja diferente da original.
Assim, o objetivo da teoria dos codigos corretores de erros, que teve inicio em meados da década
de 1940, é desenvolver métodos que permitam detectar e corrigir erros que possam ocorrer no en-
vio de uma mensagem. Um desses métodos consiste em acrescentar informagdes nas mensagens
pré-codificadas para que na sua transmissao, caso ocorra algum erro, este erro seja detectado e

possivelmente corrigido.

Neste artigo estudamos uma classe de codigos corretores de erros chamada de Codigos de
Reed-Muller, que pertence a familia dos cddigos lineares e que sao codigos muito utilizados hoje
em dia. Esta classe de codigos foi descoberta por David Eugene Muller e decodificada por Irving
Stoy Reed. David E. Muller (1924 — 2008) foi um matematico e cientista da computacao que iniciou
seu trabalho na area de ciéncia da computagao em 1952 na Universidade de lllinois. Reed (1923 —
2012), foi um matematico e engenheiro, e € mais conhecido por também ter co-inventado o cédigo
de Reed-Solomon, além do cddigo de Reed-Muller, e também por suas contribuicdes na engenharia
elétrica, como radar, processamento de sinal e imagem. Existem varias maneiras de se definir os
codigos de Reed-Muller. Neste trabalho apresentamos uma descri¢ao clara e simples de todos os
codigos de Reed-Muller de ordem qualquer. Utilizando tal descricdo, demonstramos quais sao os
principais parametros: comprimento, niumero de elementos e distancia minima de todos os codigos
de Reed-Muller de primeira ordem. Além disso, também abordamos uma das aplicacoes do codigo
de Reed-Muller de primeira ordem, o Mariner 9, que foi uma sonda espacial enviada pela National
Aeronautics and Space Administration (NASA) em 30 de Maio de 1971 e que sobrevoou o planeta

Marte a fim de tirar fotos.

Portanto, o objetivo desse texto € apresentar uma definicao recursiva para todos os codigos
de Reed-Muller de ordem r € N, denotados por R(r,m), onde 0 < r < m e m € N e, a partir dessa

definicdo, demonstrar quais s@o os principais parametros dos R(1,m) para todo m € N. E, por fim,
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apenas para exemplificar uma aplicacao de tais codigos, citamos um programa espacial da NASA
que utilizou o cédigo R(1,5) para enviar fotos do planeta Marte para a Terra. Para saber mais sobre

esse exemplo, o leitor pode consultar [2].

2 Conceitos Preliminares

Nesta secao, apresentamos algumas definicoes e resultados da teoria introdutéria dos codigos
corretores de erros para que o leitor tenha uma base teérica para compreender melhor as demais

secdes desse trabalho.

Definicao 2.1. (Codigos Corretores de Erros) Um cddigo corretor de erros é um subconjunto

proprio qualquer de F* = F x F x ... x F, comn € N e F é um conjunto finito qualquer, chamado

n vezes

de alfabeto do cddigo.

Ja os cdédigos lineares podem ser definidos como:

Definicao 2.2. (Codigos Lineares) Seja F um corpo finito. Um cédigo C ¢ F™ é chamado de codigo
linear se for um subespaco vetorial de F".

Neste artigo, trabalhamos apenas com codigos binarios, isto é, cddigos definidos sobre o
alfabeto F igual ao corpo Fy = {0, 1}.

Observacao 2.3. Todo cddigo linear é por definicao um espaco vetorial de dimensao finita. Sejam k
a dimenséo do codigo C, {v1,va,...,vx} uma de suas bases e ay,as, . ..,a, escalares em Fy. Todo

vetorv € C se escreve como combinagao linear dos vetores {v1,va, ..., v} de forma unica, isto é:

v = a1v1 + agv2 + azvz + - - - + apvg

Logo, um cédigo linear C C F% de dimens&o k possui 2F elementos.

A distancia entre duas palavras, ou seja, entre dois elementos de um codigo € definida por:

Defini¢ao 2.4. (Distancia de Hamming) Dados dois elementos u = (u1, uz, ..., u,) €v = (v1,v2,...,0,) €

F™ com F um conjunto finito qualquer, chama-se distancia de Hamming entre v e v ao nimero de

posicoes em que estes dois elementos diferem, isto é:

d(u,v) = |{i 1 u; #v;,1 <i<n}|

REMAT, Bento Gongalves, RS, Brasil, v. 6, n. 1, p. 01-13, janeiro de 2020.
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Daqui para frente, denotaremos por |S| a cardinalidade de um conjunto S.

Dado um cddigo C ¢ F™ chama-se de “distancia minima” do cdédigo C o numero:

d =min{d(u,v) : u,v € C,u # v}

Um cédigo C ¢ F™ possui trés parametros fundamentais:

e 0 comprimento do cédigo: n
e 0 numero de elementos ou palavras do codigo: M
e a distancia minima do codigo: d
Em cédigos lineares podemos sempre calcular a distancia de um elemento até a origem, ou
seja, o numero de digitos nao nulos desse elemento, que € chamado de peso.

Definicao 2.5. (Peso de um Cddigo Linear) O peso de um cdédigo linear C, que denominaremos

porw(C), é o peso minimo de todas as palavras ndo nulas de C, isto é,

w (C) = min{w(u) : u e C\ {0}}
onde w(u) = |{i: u; # 0} |, € 0 peso de u. Observe que w(u) = d(u,0).
Observacao 2.6. Note que, se C C F" é um codigo linear com distancia minima d entaovVzx,y € F"
temos que d(x,y) = w(z — y). Agora, sex,yc Cex #yentdoz=xz—y € C— {0} ed(z,y) = w(z).
Logo, a distancia minima de um caodigo linear coincide com o peso desse cddigo.

Segue abaixo o principal resultado da teoria basica dos codigos corretores de erros.

Teorema 2.7. Seja C um cddigo com distancia minima d. Entao:

(i) C detecta até (d — 1) erros;

(i) C corrige até a parte inteira de % erros, que sera denotado por \ = [%}.

O leitor pode encontrar a demonstragao desse resultado em [1].

Observe que, de acordo com o Teorema 2.7} quanto maior a distancia minima de um codigo,

maior sera sua capacidade de deteccao e correcao de erros.
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3 Codigos de Reed-Muller

Os cédigos de Reed-Muller formam uma classe importante e bem conhecida de cddigos
corretores de erros lineares e binarios. Esses cdodigos foram descobertos por David Eugene Muller
em 1954 e o primeiro algoritmo de decodificacdo para esses codigos foi concebido por Irving Stoy
Reed também em 1954. A grande vantagem desses cddigos € que eles possuem um facil algoritmo
de codificacao e um eficiente algoritmo de decodificagdo. Por isso, sdo cddigos bastante utilizados
em diversas aplicagdes, tais como redes de sensores sem fio, na area de criptografia e também pela

agéncia espacial americana NASA no envio de mensagens do espago para a Terra.

Existem varias maneiras de se definir os codigos de Reed-Muller. Abaixo apresentamos uma
definigao recursiva para tais cédigos. Denotaremos por R(r, m) os codigos de Reed-Muller de ordem

ronde0<r<memecN.

e Os codigos de Reed-Muller de ordem 0, R(0,m), com m > 0 sdo definidos como:

R(0,0) ={0,1}
R(0,1) = {00,11}

R(0,2) = {0000, 1111}

R(0,m) = {00...0,11...1}
2m 2m

Ou seja, os coédigos R(0,m) sao formados por dois vetores, um s6 de 0's e um s6 de 1’s,

ambos de comprimento 2™.

e Os cddigos de Reed-Muller de primeira ordem, R(1,m), para m > 1, sao cédigos binarios

definidos recursivamente por:

R(1,1) = Fy x Fy = {00, 01,10,11} = F2

R(1,m) ={uu,u(u+1) / ue R(1,m—1),1= 11...1
gm—

Como exemplo, vamos construir o R(1,2). Observe que, de acordo com a definicdo acima, os

elementos de R(1,2) sdo obtidos por meio da justaposicédo (colocar um ao lado do outro) dos
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elementos de R(1, 1) e também da justaposi¢cao do elemento de R(1,1) com ele mesmo adi-
cionado do vetor 1 de igual tamanho. A seguir explicitamos tal construgdo com os elementos
00 e 01 do R(1,1):

00 — 00 00 , 00 11
~— ] N
u u u U (y4T)
01 — 01 01, 01 10
~—~ ] N~
U u u U (y4T)

Logo,
R(1,2) = {0000, 0011, 0101, 1010, 1001, 1111, 1100, 0110}

Da mesma maneira, utilizando os elementos de R(1,2) e a construgdo acima, obtemos o

R(1,3):

(00000000 01010101 10101010 11111111
00110011 01100110 10011001 11001100
00001111 01011010 10100101 11110000
00111100 01101001 10010110 11000011

R(1,3)

e assim sucessivamente.

e Os cddigos de Reed-Muller de ordem r, R(r,m), com 0 < r < m, sao definidos como:

F2 ,Sé m=r
R(r,m) =

u(u+v), ueRrrm—1)eveR(r—1,m—1) ,ser<m

Como exemplos, vamos exibir R(2,2) e R(2, 3):

(0000 0001 0010 0011
0100 0101 0110 O111
1000 1001 1010 1011
1100 1101 1110 1111

R(2,2) =TF5 =

Vamos construir agora o R(2,3). Observe que os elementos de R(2,3) sao obtidos pela
justaposicao de elementos da forma v e u + v onde u € R(2,2) e v € R(1,2). Portanto, para

u=0000 < R(2,2) temos as seguintes possibilidades para u(u + v):

00000000,00000011,00000101,00001010,00001001,00001111,00001100,00000110

REMAT, Bento Gongalves, RS, Brasil, v. 6, n. 1, p. 01-13, janeiro de 2020.
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Ja para u=0110 € R(2,2) temos as seguintes possibilidades para os elementos de R(2,3)

que séo da forma u(u + v):

01100000,01100011,01100101,01101010,01101001,01101111,01101100,01100110

Fazendo isso com todos os elementos u € R(2,2), obtemos o cddigo R(2,3) como abaixo:

(00000000 00000011 00000101 00001010 00001001 00001111 00001100 00000110
00010000 00010011 00010101 00011010 00011001 00011111 00011100 00010110
00100000 00100011 00100101 00101010 00101001 00101111 00101100 00100110
00110000 00110011 00110101 00111010 00111001 00111111 00111100 00110110
01000000 01000011 01000101 01001010 01001001 01001111 01001100 01000110
01010000 01010011 01010101 01011010 01011001 01011111 01011100 01010110
01100000 01100011 01100101 01101010 01101001 01101111 01101100 01100110
01110000 01110011 oO1110101 01111010 01111001 01111111 01111100 01110110
10000000 10000011 10000101 10001010 10001001 10001111 10001100 10000110
10010000 10010011 10010101 10011010 10011001 10011111 10011100 10010110
10100000 10100011 10100101 10101010 10101001 10101111 10101100 10100110
10110000 10110011 10110101 10111010 10111001 10111111 10111100 10110110
11000000 11000011 11000101 11001010 11001001 11001111 11001100 11000110
11010000 11010011 11010101 11011010 11011001 11011111 11011100 11010110
11100000 11100011 11100101 11101010 11101001 11101111 11101100 11100110
11110000 11110011 11110101 11111010 11111001 11111111 11111100 11110110)

Ja os elementos de R(5,7) sdo elementos da forma u(u + v) onde u € R(5,6) e v € R(4,6).

Portanto, com essa definicao recursiva, conseguimos construir todos os codigos de Reed-Muller.

Inicialmente os codigos de Reed-Muller foram definidos somente como codigos binarios. Hoje

ja existem generalizagoes desses codigos definidos sobre um corpo finito com ¢ elementos, ¢ > 2.

Na proxima segao, daremos énfase aos codigos de Reed-Muller de primeira ordem, R(1,m),

e demonstraremos quais sao os parametros fundamentais desses codigos.

REMAT, Bento Gongalves, RS, Brasil, v. 6, n. 1, p. 01-13, janeiro de 2020.
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4 Coddigos de Reed-Muller de Primeira Ordem

A partir de agora, estamos interessados somente nos cédigos de Reed-Muller binarios de
primeira ordem e suas aplicagdes. Lembremos que os cddigos de Reed-Muller de primeira ordem,

denotados por R(1,m), com m € N e m > 1 sdo definidos por:
R(1,1) = {00,01,10,11} = 32
Para m > 1 temos a seguinte definigao:

R(1,m) ={uu,u(u+1) / ue R(1,m—1),1= 11...1}

2777,—1
Nosso objetivo agora é calcular os parametros [n, M, d| dos cddigos de Reed-Muller de pri-

meira ordem.

e Comprimento n

De acordo com a definicao dos Cédigos de Reed-Muller de primeira ordem temos:
R(1,0) C Fy = F%’
R(1,1) CF3 =F3

R(1,2) C Fi =F%

R(1,m) =F3"
Dessa forma, segue que o comprimento de R(1,m) é dado por:
n=2".
e Numero de elementos M

Teorema 4.1. |R(1,m)| = 2™*! que é o numero de palavras de R(1,m).

Prova. Vamos mostrar o resultado por indugdo em m.

Param = 1, vimos que R(1,1) = {00,01,10,11} = F donde |R(1,1)| = 4 = 2'*1. Suponha

entdo que |R(1,m)| = 2™+ (hipdtese de indugdo). Queremos mostrar que

IR(1,m + 1)| = 27+

REMAT, Bento Gongalves, RS, Brasil, v. 6, n. 1, p. 01-13, janeiro de 2020.
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Agora, R(1,m + 1) = {uwu,u(u+1) / u € R(1,m),1 = 11...1}, donde |R(1,m + 1)| =
277L

2.|R(1,m)| = 2.2m+L = 2m+2, [ |

Pela Observagéo [2.3|e usando que |R(1,m)| = 2! segue que a dimens&o dos codigos de

Reed-Muller de primeira ordem é k = m + 1.
Distancia minima d
Vamos mostrar agora que a distancia minima do codigo Reed-Muller de 12 ordem é d = 21,

Para isso, temos que mostrar que o peso de qualquer palavra de R(1,m), exceto as palavras
0=000...0e1=111...1 éigual a 2™ 1. (Observe que w(0) = 0 e w(1) = 2™). Com isso,
N—_—— N——r

2m 2m
segue pela Observagdo 2.6/que d = w(R(1,m)) = 2™,

Teorema 4.2. Sgjac < R(1,m),c#0=000...0ec#1=111...1. Entdo, w(c) = 2™ 1.
2m 2m

Prova. Vamos mostrar novamente por indugao em m.

Para m = 1, temos que R(1,1) = {00,01,10,11}, donde qualquer palavra, ¢ # 0 = 00 e
c# 1 =11, tem peso 2'~1 = 1. Observe que, 01 e 10, ambas tem peso 1. Logo, o resultado

€ verdadeiro param = 1.

Hipotese de Indugdo: Em R(1,m — 1) qualquer palavra, ¢ # 0 = 000 . .1. Qec#1=111. .1. 1,
2m= 2m—

tem peso 2(m—1)—1 — gm—2,

Observe que, em R(1,m) dizer que qualquer palavra, ¢ # 0 =000...0 ec # 1 = 111...1,
2m 2771
tem peso 2™~ equivale a dizer que ela é composta por metade 0's e metade 1's ja que seu

2 m

comprimento é 2™ e 2"~ ! = £

Seja c uma palavrade R(1,m),c#0=000...0ec#1=111...1.
T T

Temos duas possibilidades:

(1)c=uwu,ue R(1,m—1).

Como ¢ # 000...0 e c # 111...1, entdo, u # 000...0 e u # 111...1. Por hipotese
2m om om—1 om—1

de indugdo, w(u) = 2™72, ou seja, u tem 2™~2 posigdes iguais a 1. Logo, ¢ = u u terd

REMAT, Bento Gongalves, RS, Brasil, v. 6, n. 1, p. 01-13, janeiro de 2020.
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2.2m=2 = 2m=1 posicées iguais a 1. Portanto, w(c) = 2™ .
(2)c=u(u+1),uecR(1,m-1).

(2.1) Seu=000...0, entdo,u+1=111...1. Logo,
N—— ——

gm—1 om—1

c=000...0111...1 = w(c) = 2™ 1
—_—— ——

ogm—1 gm—1

(2.2) Seu=111...1, entdo, u+ 1 =000...0. Logo,

gm—1 om—1

c=111...1000...0 = w(c) = 2™*
—_——— —

gm—1 gm—1

(2.3) Casou #000...0 eu # 111...1 temos que, ¢ = u (u+ 1), ondeu € R(1,m — 1).

gm—1 gm—1

Pela hipdtese de indugdo, w(u) = 2m~2 = # ou seja, metade das coordenadas de u sao
iguais a zero e metade das coordenadas de v sdo iguais a 1. Observe que, 0 em u, vira1l em
u+1e 1emu, vil|ad emu+ 1. Logo, a palavra u (u + 1) terd 2.2™~2 posigées iguais a 1.

Portanto,

w(c) =2m1

5 Aplicagoes

Os cdédigos de Reed-Muller possuem diversas aplicacoes, tais como redes de sensores sem
fio (codigos de Reed-Muller de segunda ordem), criptografia, circuitos elétricos, concepgao de al-
goritmos de dispersao, dentre outras. Abaixo, apresentamos um exemplo de aplicagao dos codigos
de Reed-Muller de primeira ordem em um programa espacial da NASA (National Aeronautics and

Space Administration).

REMAT, Bento Gongalves, RS, Brasil, v. 6, n. 1, p. 01-13, janeiro de 2020.
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5.1 Mariner 9

Em julho de 1965, o mundo finalmente obteve algumas respostas para as muitas questoes
colocadas sobre aquele misterioso ponto vermelho no horizonte. Nessa data, a NASA obteve sua pri-
meira missao vitoriosa a Marte, denominada Mariner 4, ganhando terreno histérico onde outras ten-
tativas fracassaram ao capturar as primeiras imagens do planeta vermelho. A espagonave histérica
conseguiu registrar 21 imagens de Marte enquanto voava a uma distancia de cerca de 6.000 milhas.
No entanto, depois da euforia inicial com essa proeza de magia tecnoldgica, as fotos em si foram um
pouco decepcionantes ja que Marte se parecia muito com a lua e as fotos nao apresentaram lagos,
vulcoes, vales e montanhas, como os pesquisadores esperavam. Outras missdes foram langadas
apods o sucesso da Mariner 4, algumas mais bem sucedidas do que outras, mas diversas descober-
tas foram feitas a partir da transmissao de 7329 imagens (em preto e branco) da superficie de Marte
em 349 dias de 6rbita da missao Mariner 9. Langada em 30 de maio de 1971, essa nave espacial
registrou fotos de vulcdes gigantescos, um grande canion de 3.000 milhas de comprimento e o mais

intrigante de tudo: prova de antigos leitos de rios em Marte (Figura[f).

VALLES MARINERIS ON MARS (MARINER 9 / NASA)

Fonte: https://www.khanacademy.org/partner-content/nasa/searchingforlife/

mars-modern-exploration/a/mariner-9. Acesso em: 29 dez. 2019.

No envio dessas imagens para a Terra, foi utilizado para detectar e corrigir 0s possiveis erros

na transmissdo desses dados enviados, o Codigo de Reed-Muller de primeira ordem R(1,m), com

REMAT, Bento Gongalves, RS, Brasil, v. 6, n. 1, p. 01-13, janeiro de 2020.
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m = 5, ou seja, o R(1,5). Conforme provado na sec¢do anterior, os parametros (n, M, d) do R(1,5)

Sao:

n =32 (2™ = 29)
M = 64 (2™ = 26)
d=16 (2™ ! =2%)

Cada foto foi composta a partir de 64 tons de cinza (M = 64), desde o cinza mais claro
(branco) até o cinza mais escuro (preto). A cada uma dessas tonalidades de cinza foi associada uma
sequéncia binaria (feita s6 de 0’s e 1’s) de comprimento igual a 6. Como é uma sequéncia binaria
de tamanho 6, temos 2% = 64 possibilidades, que sdo exatamente os 64 tons de cinza, sendo o tom
branco denotado por 000000 e o preto por 111111. Mas, como o comprimento dessas sequéncias
(comprimento 6) € muito pequeno foi utilizado o R(1,5) para transformar cada sequéncia dessas de
6 digitos em uma sequéncia de 32 digitos (n = 32), aumentando 26 digitos em cada sequéncia.
Dessa forma, melhora-se a deteccdo e correcao de possiveis erros na transmissao dessas fotos

para a Terra.

Assim, o codigo da Mariner 9 tem comprimento igual a 32, ou seja, € composto por 64
palavras de 32 digitos cada. E, como esse cddigo possui distancia minima igual a 16, (d = 16), de

acordo com o Teorema 2.7} o cédigo da Mariner 9 detecta até 15 erros (= d — 1) e corrige até 7 erros
(=14

Apesar de nao ser o objetivo desse texto apresentar os algoritmos de codificacdo e de-
codificacao dos codigos de Reed-Muller, apresentamos abaixo, em um exemplo, como ¢é feita a
codificacao com o R(1,5) de uma determinada tonalidade de cinza. A codificagdo nos outros
codigos R(r,m) é feita de maneira analoga. O leitor interessado em saber mais sobre o algoritmo

de codificagao e decodificacdo do R(1,5) pode consultar [2].

A codificacao utilizada pelo R(1,5) nada mais é do que a multiplicagao da sequéncia original
de 6 digitos por uma matriz, denotada por G(1,5). Essa matriz G(1,5) possui tamanho 6 x 32 e suas
linhas formam uma base para o espago vetorial R(1,5), considerando a primeira linha sempre igual

ao vetor formado somente por 1’s:

o o 0o o o
o o o o~ ~
o 0o o = O ~
©C O O K= = o=
o o = o

o O = O r =
o O = = O
O O B o= oH e
o = o o

o = O O ~
o = O B O K
O = O = R
O = = O O =~
O = = O R -
O = = = O
S =
-~ O O © © =
-~ O O O r =
-~ O O R O =~
= O O K K o=
-~ O B O O =
= O R O R =
- O R = O =
= T N
- =~ O O O =
= = O O K~ =
e = R
= R O R R e
= B B O O =
- -
_ e e e

R R R R e

6Xx32
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Para exemplificar, recodificaremos a tonalidade de cinza dada por 100011. Portanto, devemos

efetuar a seguinte operacao
[100011] .G(1,5) = [11111111000000000000000011111111]

obtendo-se 11111111000000000000000011111111 (32 digitos), que representa a mesma tonalidade de
100011 (6 digitos), porém com mais informagoes acrescentadas para possibilitar detecgao e corregao

de um maior nidmero de erros.
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