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Resumo

Este trabalho busca abordar matematicamente a evolugdo do
crescimento populacional da cidade de Petropolis. Para tanto, analisou-
se dados estatisticos populacionais da cidade disponibilizados no site do
Instituto Brasileiro de Geografia e Estatistica (IBGE) durante o periodo de
1950 a 2010. Os dados foram analisados por meio do modelo linear e dos
modelos populacionais de Malthus e Verhulst com aplicagdes de técnicas
de modelagem matematica usando o Solver do software Microsoft Excel.
Dos resultados obtidos, verificou-se que o modelo de Verhulst pode ser
escolhido para estimar os dados populacionais para mais alguns anos.
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Abstract

This work aims to approach mathematically the evolution of Petropolis’s
population growth. For that, we analyzed statistical data of the city
available on the website of the Instituto Brasileiro de Geografia e
Estatistica (IBGE) during the period 1950 to 2010. The data were

analyzed using the linear model and the population models of Malthus and
Verhulst with applications of mathematical modeling techniques using
Solver from Microsoft Excel software. From the results obtained, it was
verified that the Verhulst Model can be chosen to estimate the population
data for a few more years.

1. Introducgao

A cidade de Petropolis, situada em meio a Mata Atlantica e com mais de 1.250 km? de area
verde, foi fundada em 16 de margo de 1843 por Decreto Imperial e elevada por Dom Pedro Il a
condicdo de cidade em 1857 com um pouco mais de 5.000 habitantes (CAMARA, 1958). A cidade
viveu um intenso crescimento populacional entre 1845 e 1950 proveniente de pessoas originarias
de outros paises e de outras cidades do Estado do Rio de Janeiro e do Estado de Minas Gerais
(BAPTISTA, 2005).

O crescimento tornou-se expressivo a partir da década de 1960 até o inicio da década de
1980 (GONCALVES; GUERRA, 2001). Verificou-se nesse periodo, as maiores taxas de
crescimento populacional. Assim como também foram identificados os maiores problemas
ambientais, devido ao crescimento acelerado e o empobrecimento da populagéo em fungao da crise
industrial local. Com base nos censos demograficos de Petrépolis levantados pelo IBGE no periodo
de 1950 a 2010 (IBGE, 1955, 1960, 1970, 1983, 1991, 2000, 2010) observa-se uma diminui¢cdo da

taxa de crescimento nas ultimas décadas.
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Segundo Bassanezi (2006, p. 328), “a previsdo do crescimento populacional de um pais é
fundamental para avaliar sua capacidade de desenvolvimento e estabelecer mecanismos que
sustentem uma produg¢ao compativel com o bem estar social [...]".

O objetivo principal deste trabalho é analisar o crescimento populacional de Petrdpolis
buscando construir modelos matematicos que descrevam a dinamica populacional petropolitana
para estimar a populacao futura. Neste contexto, a modelagem matematica, por meio do ajuste de
funcdes, pode contribuir para descrever o comportamento da evolugao da populagao petropolitana
em relacédo ao tempo.

Com base nos dados levantados pelo IBGE (1955, 1960, 1970, 1983, 1991, 2000, 2010) e
com técnicas de modelagem matematica, foi feita uma analise do comportamento da populacéo
petropolitana. Para o estudo da dinamica populacional foi utilizado inicialmente o modelo linear e
em seguida os modelos classicos de Malthus e Verhulst. O modelo linear caracteriza-se por um
crescimento constante e ilimitado. O modelo de Malthus pressupde que a taxa segundo a qual a
populacdo de um pais cresce em um determinado instante é proporcional a populacdo do pais
naquele momento. Esse modelo é usado em pequenas quantidades populacionais em um curto
espaco de tempo e nao pressupoe que diversos fatores podem alterar o seu crescimento ou o seu
declinio. No modelo de Verhulst a populagédo cresce até um limite maximo que seja sustentado,

onde tende a se estabilizar e tornar-se constante apds um determinado tempo.

2. Modelos matematicos de dinamica populacional

O uso da matematica no estudo de dindmica de popula¢des remonta ao artigo publicado por
Thomas Robert Malthus (1798), intitulado “An Essay on the Principle of Population as it Affects the
Future Improvement of Society”. Na pesquisa, o economista inglés indicava um crescimento em
progressao geométrica para a populagao, ao passo que os meios de sobrevivéncia, ou seja, a
capacidade suporte do ambiente se desenvolveriam em progressao aritmética. No entanto, a tese
de Malthus n&o considerou que cedo ou tarde, toda a populagédo encontraria limitagdes de alimento,
agua, ar ou espaco fisico. Isso faria com que ela se mantivesse estavel em limite maximo de
sobrevivéncia. Em 1838, o matematico belga Pierre Verhulst deu seguimento ao estudo,
incorporando essa limitagdo de recursos ao modelo de Malthus e apresentou a equagéao logistica
(COUTINHO, 2008).

2.1. Modelo de Malthus

O modelo malthusiano tem por hipétese que a taxa de variagao de uma populagédo em um
determinado instante é proporcional a populagédo total naquele instante, ou seja, quanto mais
pessoas houver em um instante t, mais pessoas existirdo no futuro. Malthus descreveu o

crescimento populacional por meio da seguinte equacgao:
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dP _
dt

onde r, o nUmero de nascimentos menos o numero de mortes, € a taxa de crescimento da

P (1)

populacgéo P.

A solucao da equacéo (1) é dada por
P =PRe" (2)
sendo £, a grandeza da populagdo na origem da contagem do tempo e P, a sua grandeza decorrido

o tempo t. Observa-se que a constante r pode ser positiva, negativa ou mesmo zero, dependendo
da taxa de natalidade ser maior, menor ou igual, respectivamente, a taxa de mortalidade. Percebe-
se que, no caso de r > 0, a populagado cresce indefinidamente, o que nao ocorre visto que a

populacéo acaba por encontrar limitagdes ambientais.

2.2. Modelo logistico de Verhulst

Este modelo supbe que, em um determinado ambiente, a populacdo de uma certa espécie
atinge um limite maximo sustentavel. Considera, ainda, que a equacgao incorpore a queda de
crescimento a medida que a populagao cresce (BASSANEZI, 1988). Verhulst apresentou a seguinte
equacao como uma descricao do crescimento populacional:

dP P
E—F(I—Ejp (3)

onde K € o nivel de saturagéo da populagédo. Nesse caso, a populagdo nao chegaria a uma guerra
pela sobrevivéncia, pois ndo ultrapassaria o limite K.
A solucao da equacao (3) é:
K
T 1+ de”

onde 4 é uma constante arbitraria a ser encontrada.

P(2) (4)

3. Analise de regressao

A analise de regressao é uma técnica de modelagem utilizada para identificar e analisar a
relacdo entre uma ou mais variaveis independentes e uma variavel dependente. Consiste em
determinar uma fungédo que descreva, de forma mais aproximada possivel, a relagdo entre essas
variaveis para previsao do valor que a variavel dependente assumira, dados os valores especificos
para as variaveis independentes (RAGSDALE, 2009).

O comportamento conjunto de duas variaveis quantitativas pode ser observado por meio de
um grafico, denominado diagrama de dispersao. O comportamento da variavel dependente p em

relacdo a variavel independente t pode se apresentar de diversas maneiras: linear, quadratico,
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cubico, exponencial, logaritmico etc. A regresséo € dita linear quando a curva ajustada € uma reta.
Em todos os outros casos, a regressao € nao-linear.

Antes da chegada dos computadores pessoais e dos programas especializados para ajuste
de curvas nao lineares, os dados eram transformados para uma forma linear e subsequentemente
analisados por regressao linear. Essas transformacgdes podiam produzir uma analise incorreta se
realizadas com dados modificados como se fosse uma regressao linear, pois podiam distorcer o
erro experimental ou alterar a relagcéo entre os valores das variaveis dependentes e independentes.

Esse método esta desatualizado e impreciso. Para dados que nao sao descritos por uma
funcao linear, é necessario implementar um conjunto de regras que torne possivel a execucao de
modo eficiente e sem erros, que funcione linearmente para os dados. Um método que pode ser
utilizado para esse procedimento € chamado de ajuste nao linear iterativo de minimos quadrados.

Esse processo, assim como na regressao linear, também tem por objetivo determinar os
valores que minimizam a soma do quadrado dos erros. No entanto, difere da regressao linear por
ser um processo iterativo ou ciclico. Isso envolve fazer uma estimativa inicial dos valores dos
parametros, que devem ser baseadas na experiéncia primaria dos dados ou em uma suposi¢ao
sensata baseada no conhecimento da fun¢do usada para ajustar os dados (BROWN, 2001).

O uso de computadores reduziu enormemente o tempo e o desempenho na analise de
dados. Programas comerciais especializados estdo disponiveis para realizar essa analise. Neste
trabalho sera usada a fungao Solver do programa de planilha Microsoft Excel, que emprega uma
rotina de ajuste de minimos quadrados iterativa para produzir a qualidade ideal de ajuste entre

dados e funcgao.

3.1. Coeficiente de determinacao

Um modo de avaliar a qualidade dos ajustes é por meio do coeficiente de determinacao, que
mede o grau de ajustamento da reta de regressao aos dados observados. Ele indica a proporgéo
da variagao total da variavel dependente que € explicada pela variagao da variavel independente
(CORRAR; THEOPHILO, 2010). E dado por:

R =g (5)

Z(pt _ﬁ[)z

i=l1
onde: p,s&o os dados experimentais; p,sdo os pontos calculados com a curva de ajuste; e p,é o
valor médio dos dados experimentais.
Essa expressdo mostra que o coeficiente de determinacdo R* é sempre um nimero positivo
dentro do intervalo (0; 1). Quanto mais proximo o R’ estiver de 1, melhor sera o ajuste, ou seja,

quanto menor o residuo (p, — p,), maior o R*> (LAPPONI, 2005).
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4. Métodos e discussoes

A metodologia empregada neste trabalho € a regressdo por meio do método dos minimos
quadrados do software Excel com utilizagdo da ferramenta Solver. Foram aplicadas técnicas de
modelagem aos sete dados coletados na regido Serrana do Rio de Janeiro, na cidade de Petropolis.
Os dados populacionais foram obtidos junto ao Instituto Brasileiro de Geografia e Estatistica (IBGE).

A funcéo Solver do programa de planilha Microsoft Excel, emprega uma rotina de ajuste de
minimos quadrados iterativa para produzir a qualidade ideal de ajuste entre dados e funcéo
(BROWN, 2001).

4.1. Dados coletados para o estudo

A Tabela 1 mostra a populacdo de Petrépolis correspondente aos sete ultimos censos

demograficos coletados do site do IBGE.

Tabela 1 — Dados Censo de Petrépolis (Periodo 1950 a 2010).
Ano 1950 1960 1970 1980 1991 2000 2010

Populacdo  108.307  149.494  189.140 242.017 255.468 286.537 295.910
Fonte: IBGE (1955, 1960, 1970, 1983, 1991, 2000, 2010).

Com os dados da Tabela 1, foi possivel relacionar os anos (t) e a populagéo (p), com o
objetivo de encontrar a curva que melhor se ajuste aos dados.

Tomamos por base o ano inicial, o qual chamamos de ano 1, ou ainda tempo 1, o ano de
1950. A partir dai efetuamos os calculos para obtermos o tempo t, diminuindo o ano subsequente

do ano 1 sucessivamente até o ano de 2010 (Tabela 2).

Tabela 2 — Dados Censo de Petrépolis (Periodo 1950 a 2010).

Ano 1950 1960 1970 1980 1991 2000 2010
Populacdo (p)  108.307 149.494 189.140 242.017 255468 286.537 295.910
Tempo (t) 1 11 21 31 42 51 61

Fonte: Adaptado de IBGE (1955, 1960, 1970, 1983, 1991, 2000, 2010).

Para determinagao da curva modelo que descreve o crescimento populacional de Petrépolis
em relagéo ao tempo, foram consideradas trés hipoteses que a populagao poderia assumir durante
o periodo estudado: comportamento proximo a um modelo linear, modelo de Malthus ou modelo

logistico de Verhulst.

4.2. Solugao do problema com o Solver

A analise de regressao pode ser realizada por meio da funcao Solver.

Na analise de regressao, consideramos o seguinte modelo:
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p=rf(tty,.nty)+& (6)
onde g representa um termo aleatorio de perturbagao ou de erro.

A equacao que descreve a relacio (estatistica) entre essas variaveis pode ser generalizada
para p=f(t)+&,emque f(¢)é uma fungdo com um ou mais pardmetros 3, e & s80 os erros

aleatdrios, independentes e com distribuicdo normal. Pretende-se estimar os verdadeiros

parametros populacionais da amostra que se dispde. Denominando p como o valor esperado, ou
estimado de p , temos a equagé&o p = /(7). O objetivo é ajustar a fungao f'(¢) aos dados empiricos
de forma a minimizar os erros &, isto é, (p —f)) , OU seja, pretende-se estimar o(s) parametro(s) S
da funcao f(t) de modo a minimizar a soma dos quadrados dos erros SQ,,

A \2
0: =Y (pi— b)) (7)
Este procedimento é designado método dos minimos quadrados (ESTEVES, 2008).
O numero de variaveis independentes em um modelo de regressao difere de uma aplicagao

a outra. Assim como a formula f(t) varia de fungdes lineares simples a formulas nao lineares e

polinomiais mais complexas.

Os modelos a serem analisados estao representados na Tabela 3.

Tabela 3 — Identificagcao das fungoes.

Linear p=p,+bt
Malthusiano p=pe"
Logistico __R
9 P ae

Fonte: Elaboracéo da autora.

Podemos usar o Solver para encontrar os valores 6timos de p, e b para o modelo linear, p,

e r para o modelo de Malthus e K, 4 e r para o modelo logistico que minimizam a quantidade SQ,
da equagao (7).
Encontrar os valores 6timos para p,e b,no modelo linear € um problema de otimizagéo

linear sem restricdo. Encontrar os valores 6timos p,e 7 no modelo de Malthus e K, 4 e rno

modelo logistico € um problema de otimizagcao nao linear sem restri¢cao.

4.2.1. Modelo linear

Consiste em determinar os parametros p,e b, da equacéo linear

p=p,tbt (8)
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onde p representa a populagéo correspondente ao tempo ¢. Para usar o Solver a fim de calcular os

valores o6timos das variaveis de deciséo p,e b,, precisamos implementar uma férmula na planilha
que corresponda ao calculo de SO, na equagao (7). Essa formula representa a fungdo objetivo ser

minimizada. A fim de calcular a SQ,., primeiro precisamos calcular os valores da populagédo estimada

pela funcdo de regressdo na equacao (8) para cada observagcao em nossa amostra. Conforme

Figura 1, esses valores estimados de p, foram criados na coluna D da seguinte forma:

e Formula para a célula D3: =$H$2+$H$3*B3 (copiada para as células D4 a D9).

A soma do quadrado dos erros de estimativa Z(p,. - D )2 foi calculada na coluna E.

e Foérmula para a célula E3: =(D3-C3)*2 (copiada para células E4 a E9).
o Férmula para a célula E10: =SOMA (E3:E9).

Figura 1 — Usando o Solver para resolver o problema de regressao linear.
B = D E F G H T T K

& T T
1 Censo - IBGE Modelo Linear Parametros do Modelo Linear
2 |Ano Tempo Populagio Censol?] Populagio Linear Erro? py | 108.307
3 1950 1 108.307 111.434 9778129 b, 3127
4 1960 11 149 494 142 704 46104 100
5 1970 21 189.140 173.974 230.007 556 Modelo Linear: [p7 o+ bt
6 1980 31 242017 205.244 1.352.253.529 _
7 1091 | 42 255 468 239,641 250,493 929 Soma dos quadrados das diferangas
g 2000 51 286.537 267.784 351.675.009
g 2010 61 295917 299 054 9840 769
10 Soma Erro*-> 2.250.153.021

Fonte: Elaboracéo realizada no Excel 2016.

O grafico na Figura 2 marca a linha que compara a populagao estimada com os reais valores

da populagdo segundo o Censo do IBGE. As estimativas iniciais de p, e b foram escolhidas,
considerando-se para p, a populagéo inicial e b, a média das diferencas entre dois periodos

consecutivos divididos por 10. O intercepto py e a inclinagéo b; sdo determinados em H2 e H3
respectivamente. Embora essa linha parecga se ajustar muito bem aos dados ndo sabemos se ela é

a linha que minimiza o valor de SQ,.. Podemos usar os parédmetros do Solver mostrados na Figura

3 para determinar os valores de H2 e H3 que minimizam o valor da SO, em E10.
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Figura 2 — Modelo linear — solugéo inicial.

Modelo Linear
350.000
300.000 - =
5 250.000 - & .
2 200.000 &
& by
§ 150.000 £
= 100.000 ©
50.000
0
0 10 20 30 40 50 60 70
Tempo (t)
® Populagdo Censo ®— Populagdo Linear

Fonte: Elaboracéo realizada no Excel 2016.

Figura 3 — Parametros do Solver para o problema de regressao.

Pardmetros do Solver e
Definir Objetivo: SES10 + I
Para: ) Mz, ® Min. () valor de: C

Alterando Células Varidveis: H

I+

SHS2:3H53

Sujeito as Restrigdes:

Adicionar

Alterar

Execluir

Redefinir Tudo

Carregar/Salvar

Tornar Variaveis Irrestritas Mao Negativas

Selecionar um GRG Mio Linear il Opcies
Método de ——
solucio:

Método de Solugdo

Selecione o mecanismo GRG Mao Linear para Problemas do Solver suaves e nao lineares.
Selecione o mecanismo LP Simplex para Problemas do Solver lineares. Selecione o mecanismo
Evolutionary para problemas do Solver ndo suaves.

Ajuda | Resolver Fechar

Fonte: Excel 2016.

As Figuras 4 e 5 mostram a solugéo 6tima para esse problema. Na planilha da Figura 4, o

intercepto e a inclinagéo da linha que melhor se ajusta aos dados séo p,=117.993 e b, =3.215,
respectivamente. O valor de SO, de 1.145.775.665 associado a essa estimativa de parametro €

melhor (menor) do que o valor da SQ,para as estimativas de pardmetros mostrados na Figura 1.
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Nenhum outro valor para p,e b,resultaria em um valor de SO, menor do que aquele que aparece

na Figura 4. Assim a equacao da linha reta que melhor se ajusta aos dados, de acordo com o critério

dos minimos quadrados, é representada da seguinte forma:

f9=117.993+3.2]5t (9)
Figura 4 — Solugao étima para o problema de regressdo do modelo linear.
A B (€ D E F G H | J K L M
1 Censo - IBGE Modelo Linear Parametros do Modelo Linear
2 |Ano Tempo Populacio Censol?] Populagédo Linear Erro’ pg | 117.993
3| 1950 1 108.307 121.209 166.452.819 b, | 3215
4| 1960 11 149.494 153.361 14.955498
s [ 1970 21 189.140 185514 13.149 267
6| 1980 31 242.017 217.666 592.952.574
7 [ 1991 42 255 468 253.034 5023313
s [ 2000 51 286.537 281.972 20.843.506
9 [ 2010 61 295917 314.124 331.498.687
10 Soma Erro’-> 1.145775.665
Fonte: Elaboracéo realizada no Excel 2016.
Figura 5 — Modelo linear — solugéo 6tima.
Modelo Linear
350.000
300.000 -
~
_ 250.000 8 &
=
S 200.000 5 .
B o
z 150.000 o
< 100.000 *
50.000
0
0 10 20 30 40 50 60 70
Tempo (t)
® Populagdo Censo Populagdo Linear

Fonte: Elaboracéo realizada no Excel 2016.

O ajuste linear caracteriza-se por um crescimento constante e ilimitado. Sendo assim, ndo &
apropriado para modelar dados demograficos. O procedimento de ajuste apresentado acima servira

de comparagédo com os modelos que serdo apresentados a seguir.

4.2.2. Ajuste do modelo de Malthus

Este ajuste consiste em determinar os parametros p, ¢  do modelo de Malthus:

p=pe” (10)
Conforme Figura 6, para o calculo dos valores 6timos das variaveis de decisdo do modelo
de Malthus dado pela expressao utilizando o Solver, a célula D3 foi substituida pela férmula:

e =$H$2*EXP($H$3*B3) (copiada para as células D4 a D9).
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A soma do quadrado dos erros de estimativa Z(pi - D, )2 foi calculada na coluna E da

seguinte forma:
o Férmula para a célula E3: =(D3-C3)*2 (copiada para células E4 a E9).
Na célula E10, temos a formula:
e =SOMA(E3:E9).

Figura 6 — Solugao 6tima para o problema de regressao do modelo de Malthus.

A B T D E F G H I J K L
1 Censo - IBGE Modelo de Malthus Parametros do Modelo de Malthus
2 | Ano Tempo Populagéo Censo Populagéo Malthus Erro® Po= 136.339
3 1950 1 108.307 138.252 896.702 970 = 0,0139
4 | 1960 11 149.494 158.927 88.974.309
5| 1970 21 189.140 182.693 41.564.006 IModelo Exponencial: p=be™
6 1980 31 242 017 210.013 1.024 227 602
7 1991 a2 255 468 244 808 113644 744 Soma dos quadrados das diferengas:
3 | 2000 51 286.537 277.522 81.268.710
g5 2010 61 295917 319.024 533 913 684
10 Soma Erro®-> 2.780.296.025

Fonte: Elaboracéo realizada no Excel 2016.

O grafico na Figura 7 marca a curva que compara a populagao estimada com os reais valores

da populacdo segundo o Censo do IBGE.

Figura 7 — Modelo de Malthus — solucao 6tima.

Modelo de Malhus
350.000
300.000
. 250.000 A
200.000
150.000 -
100.000 -
50.000

0
0 10 20 30 40 50 60 70
Tempo (t)

I

Populagao (
@

® Populagdo Censo »— Populacdo Malthus

Fonte: Elaboracéao realizada no Excel 2016.

As estimativas iniciais de p, e r foram definidas considerando os valores da populagéo total

do municipio. O fator de crescimento da populagao foi adquirido tomando dois valores distintos de

t. Considerando na equag&o do modelo de Malthus p, igual a populagdo de 2010 e p,igual a

ln&

populagéo de 1950, pode-se calcular o valor da taxa de crescimento » = % da populagao.

REMAT, Bento Gongalves, RS, Brasil, v. 5, n. 2, p. 225-240, julho de 2019.



Modelagem populacional utilizando regressdes com Solver 235

p, =295.917; p, =108.307 (11)
In (295.917)
r = —L083075 - — 0,0169 (12)

Podemos usar os parametros do Solver mostrados na Figura 3 para determinar os valores

de H2 e H3 que minimizam o valor da SO, em E10.

Assim, a equagao malthusiana que melhor se ajusta aos dados, de acordo com o critério dos

minimos quadrados, é representada da seguinte forma:

p(t)=136.339¢""" (13)

4.2.3. Ajuste do modelo logistico de Verhulst

Consiste em determinar os parametros K, A e »r do modelo logistico de Verhulst

_ K
1+ Ae”

Conforme Figura 8, para o calculo dos valores étimos das variaveis de decisdo K, 4 e rdo

p (14)

modelo logistico de Verhulst, utilizando o Solver, a célula D3 foi substituida pela férmula:
o =$H$2/(1+$H$3*EXP($H$4*B3)) (copiada para as células D4 a D9).

A soma do quadrado dos erros de estimativa Z(pi - D, )2 foi calculada na coluna E da

seguinte forma:
e Foérmula para a célula E3: = (D3-C3)*2 (copiada para células E4 a E9).
e Na célula E10, temos a férmula: =SOMA(E3:E9)

O grafico na Figura 9 define a curva que compara a populagao estimada com os reais valores
da populacao segundo o Censo do IBGE.

As estimativas iniciais de K, Ae rforam definidas considerando os valores da populacao
total do municipio.

A taxa de crescimento relativo de p, € linear, isto &,

4, = Leabi (15)
pi
pode ser ajustada por uma reta
A, =ap,+b (16)
e A, =0quando p;,; = K implica em:
K= _b (17)
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Calculando e plotando os valores de 4, ¢ p,,,, no Excel em um diagrama de disperséo, e em

seguida adicionando a linha de tendéncia, escolhendo o modelo linear para o ajuste de curvas,
encontra-se a reta
A, =-0,000002p, , +0,5822 (18)
Assim, o valor estimado para a capacidade suporte K € encontrada igualando A a zero, ou
seja, 0 = —0,000002K + 0,5822. Portanto, K = 291.100.

Uma estimacao dos parametros da curva logistica pode ser feita por meio de um ajuste

&)

linear, usando a mudanca de variavel

Z =In =1(p) (19)
- P
K
e transformando a curva logistica na reta
Z=rt—InA (20)

Novamente plotando no Excel os valores de p, e r, em um diagrama de disperséo, e em

seguida adicionando a linha de tendéncia, escolhendo o modelo linear para o ajuste de curvas,
encontra-se a reta
Z =0,0847 t-0,9077 (21)
E, portanto, = 0,0847e A= e """ ~0,4035. Assim, as estimativas iniciais sdo: K =
291.100, 4= 0,4035e r=0,0847.
Para determinar os valores de H2, H3 e H4 que minimizam o valor da SO, em E10, podemos

adaptar os parametros do Solver mostrados na Figura 3, alterando as células variaveis para:

$H$2:$HS$4. As Figuras 8 e 9 mostram a solugdo 6tima para esse problema.

Figura 8 — Solugéo 6tima para o problema de regressdo do modelo logistico.

A B C D E F G H | J K L
1 Censo - IBGE Modelo Logistico Parametros do Modelo Logistico
2 |Ano Tempo Populagéo Censo Populagao Logistico Erro? K= 315.771
3 | 1850 1 108.307 107 388 844 980 A= 20527
4| 1960 11 149.494 149.948 208.197 r= -0,0562
5 | 1970 21 189.140 193.697 20.767.694
6 | 1980 31 242 017 232 327 93.895.721 Modelo Logistico: P()= K
7| 1991 42 255.468 264 577 82.966.354 1+ de” _
8 | 2000 51 286.537 282.784 14.085.142 Soma dos quadrados das diferencas & =soma(p-5)
9 | 2010 61 295917 296 087 29018
10 Soma Erro*-> 212795107

Fonte: Elaboracao realizada no Excel 2016.

Assim a curva que melhor se ajusta aos dados, é representada da seguinte forma:

315.771

p(1)

T 142,0527¢ 005
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Figura 9 — Modelo logistico — solug&o o6tima.

Modelo Logistico
350.000
300.000 o &
250.000 a ~
= =
c 200.000
g ~
2 150.000 &
o
[-%
100.000 &
50.000
0
0 10 20 30 40 50 60 70
Tempo (t)
® Populagdo Censo Populagdo Logistico

Fonte: Elaboracéo realizada no Excel 2016.

4.3. Validagao dos dados

Depois da determinacao dos parametros de cada modelo apresentado, fez-se a verificagao

de sua validade. Para isso, foi abordado o coeficiente de determinacao Rz, descrito na subsegao
3.1.

4.3.1. Coeficiente de determinacao R’ no Excel

Todo procedimento de calculo definido na equagao (5) pode ser realizado com a fungao
estatistica RQUAD do Excel (LAPPONI, 2005), como foi feito na planilha da Figura 10, registrada
na célula D10 a férmula:

e RQUAD($C$3:$C$9;D3:D9) (copiada para células E10 e F10).
Figura 10 — Validacao dos dados.

A B (s D E F

1 Censo - IBGE Populag&o estimada pelo modelo
2| Ano Tempo Populagio Linear Malthus |Verhuslt

3| 1950 1 108.307 121.209 | 138252 | 107.388
4 | 1960 11 149.494 153.361 158.927 | 149948
5| 1970 21 189.140 185514 | 182683 | 193697
& | 1980 3 242 017 217.666 | 210.013 | 232.327
7 | 1991 42 255 468 253.034 | 244808 | 264477
g | 2000 51 286.537 281972 | 2775622 | 282784
g | 2010 61 295 917 314124 | 319.024 | 296.087
10| Coeficiente de Determinacdo R* 0,9622 (0,9095 0,9930

Fonte: Elaboracao realizada no Excel 2016.

Para a populagédo ja mensurada por meio do recenseamento, verifica-se que todos os

modelos apresentaram coeficiente de determinacao maior que 0,90.
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5. Consideragoes finais

O presente trabalho teve como objetivo analisar a dindmica populacional de Petropolis no
periodo de 1950 a 2010, utilizando modelos matematicos pertinentes ao estudo. Foram empregados
trés modelos: linear, de Malthus e o logistico de Verhulst. Os estudos visavam a identificar o modelo
que melhor se ajustasse aos dados disponibilizados pelo IBGE. Para uma analise mais detalhada
dos resultados, optou-se por utilizar o Solver do software Microsoft Excel.

Os modelos estudados mostraram resultados bem proximos da realidade. Para projegdes
em curto prazo, tanto o modelo linear como o modelo de Malthus s&o adequados, mas pelo fato de
admitirem um crescimento ilimitado, espera-se que, a longo prazo, a estimativa por meio do modelo
de Verhulst seja melhor.

A analise dos modelos foi realizada por meio do coeficiente de determinacao. O objetivo foi
realizar uma modelagem que pudesse ser utilizada para estimativas futuras da populagao. Para a
populagao ja mensurada por meio do recenseamento, verifica-se que o coeficiente de determinacao
do modelo logistico tem melhor resultado, sobressaindo sobre os modelos malthusiano e linear.

Segundo estimativas de populagao realizadas pelo IBGE (2018), o municipio no ano de 2018
contou com 305.687 habitantes. Os modelos avaliados por este trabalho apresentam os resultados
de 339.846, 356.651 e 302.928 habitantes respectivamente para os modelos linear, de Malthus e
logistico. Podemos observar, portanto, que o modelo que mais se aproxima da estimativa do IBGE
€ 0 modelo logistico de Verhulst. Uma projegéo para o ano de 2020, apresenta 346.277, 366.731 e
304.244 pessoas, respectivamente, para os modelos linear, de Malthus e logistico.

Estudos sobre dindmica populacional sdo de grande relevancia pois, além de seu carater
interdisciplinar e sua importancia para os érgaos publicos na tomada de decisbes, visando melhorias
para populagdo, podem ainda apontar o risco de uma superpopulagdo. Segundo o modelo
estudado, a populacdo petropolitana tende a estabilidade quando se aproximar de 315 mil

habitantes.
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