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Informagdes do Artigo Resumo

O estudo sobre dindmicas populacionais configura um dos principais
instrumentos de planejamento e, consequentemente, de desenvolvimento
politico-econdbmico nas mais diversas esferas administrativas,
principalmente devido a possibilidade de obter previsbes e analisar

Histérico do Artigo interferéncias que possam otimizar determinado processo ao longo do

Submissao: tempo. Neste contexto, as Equagdes Diferenciais tém configurado um
12 de fevereiro de 2019. importante ramo de estudo na construgdo e no aprimoramento de
Aceite: 08 de junho de 2019. modelos matematicos que retratam dindmicas populacionais. Visando sua

exploragcéo para prever a variagdo do numero de habitantes do municipio
Palavras-chave de Santa Rosa/RS para as préximas cinco décadas, a presente pesquisa
Equagdes Diferenciais buscou analisar como tem ocorrido o comportamento desta relagdo no
Dinamica Populacional passado e identificar as variaveis que a interferem ou possam intervir no

Modelos Matematicos

Santa Rosa futuro, baseando-se na utilizagdo dos modelos de Malthus, Verhulst e

Gompertz. Trata-se, portanto, de uma pesquisa que alia a abordagem
qualitativa a quantitativa, de cunho documental e bibliogréfico, ancorada
na exploragdo dos respectivos modelos matematicos, mediante o
reconhecimento histérico de sua constru¢do e da conseguinte simulagao
de provaveis cenarios populacionais santa-rosenses em um futuro
préoximo. Os resultados evidenciaram maior proximidade da variagdo
populacional do municipio com o Modelo de Gompertz, induzindo a crer
na existéncia de uma taxa de inibicdo da variavel de estado proporcional
ao respectivo logaritmo. Embora a taxa de crescimento da populagao
santa-rosense tenha sido consideravel em um passado recente, a
previsao € que ela continue sendo positiva, porém em taxas menores,
tendendo a estabilidade de um determinado limite sustentavel.

Abstract

Keywords _ The study of population dynamics is one of the main instruments of
g'ﬁere”.“a' Equations, planning and, consequently, of political and economic development in the
opulation Dynamics - o . . e

Mathematical Models most diverse administrative spheres, mainly due to the possibility of
Santa Rosa obtaining forecasts and analyzing interferences that can optimize a given
process over time. In this context, Differential Equations have configured

an important branch of study in the construction and improvement of

mathematical models that portray population dynamics. Aiming at its

exploration to predict the population variation of the municipality of Santa

Rosa/RS for the next five decades, the present research sought to

analyze how the behavior of this relationship has occurred in the past and

identify the variables that interfere with it or may intervene in the future,

based on the use of the Malthus, Verhulst and Gompertz models. It is,

therefore, a research that combines the qualitative and quantitative

approach, documental and bibliographical, anchored in the exploration of
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the respective mathematical models, through the historical recognition of
its construction and the consequent simulation of probable population
scenarios of Santa Rosa in a near future. The results showed a greater
proximity of the population variation of the municipality with the Gompertz
Model, inducing to believe in the existence of an inhibition rate of the state
variable proportional to the respective logarithm. Although the growth rate
of the Santa Rosa population has been considerable in the recent past, it
is expected to remain positive, but at lower rates, tending to the stability of
a certain sustainable limit.

1. Introducao

O histérico populacional do municipio de Santa Rosa, localizado na regido noroeste do Rio
Grande do Sul, evidencia a habitagdo primitiva por indigenas do grupo Tapes, o qual sofreu um
sistema de reducdo para catequizacido por jesuitas e espanhdis a partir de 1626. Integrando o
territério dos Sete Povos das Missbes, o0 municipio pertenceu, sucessivamente, a Porto Alegre,
Rio Pardo e Santo Angelo, tendo sua emancipacdo politica no ano de 1931. Apesar disso, o
processo de colonizacdo so foi significativo a partir de 1915, quando entrou em execugcdo um
vasto plano de loteamento de terras para assentar uma maior quantidade de pessoas naquela
regido. Desde entdo, a populacdo local tem buscado o desenvolvimento aliado ao seu
crescimento populacional e econémico (SANTA ROSA, 2018).

Objetivando investigar como tem ocorrido a variacdo populacional do municipio em fungao
do tempo, possibilitando a projegcdo de previsbes demograficas futuras, buscou-se, com o
presente estudo, utilizar dados histéricos populacionais relativos aos ultimos cinquenta anos para
explorar alguns dos mais prestigiados modelos matematicos que descrevem dindmicas
populacionais por meio de Equacbes Diferenciais: Malthus, Verhulst e Gompertz. Assim, foi
possivel verificar as principais potencialidades da utilizagdo destes recursos matematicos no
processo de modelagem matematica, além dos préprios principios e fundamentos que regem
cada um dos modelos utilizados.

Desta forma, o presente trabalho é estruturado em trés secdes: na primeira, aborda-se o
contexto de construgcao das equacdes supracitadas e suas respectivas solugcbes analiticas, a
serem utilizadas na pesquisa; na segunda, discorre-se acerca da perspectiva metodoldgica
utilizada, destacando as principais etapas e procedimentos adotados no estudo; na terceira,
discute-se a constru¢do de um modelo que se aproxime aos dados populacionais historicos de
Santa Rosa, e sua conseguinte utilizagdo na simulagdo de cenarios populacionais futuros do
municipio de Santa Rosa.

Convém salientar que a pesquisa faz parte de um projeto de iniciagdo cientifica,
cadastrado e aprovado pelo Instituto Federal de Educagéo Ciéncia e Tecnologia Farroupilha, sob
titulo de “Estudo e andlise através de modelos matematicos das tendéncias de crescimento
populacional no municipio de Santa Rosa da Regido Noroeste do Rio Grande do Sul”’, sendo

desenvolvida pelos pesquisadores voluntarios ao longo do segundo semestre de 2018.
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2. Modelagem Matematica de Dindmicas Populacionais

A modelagem matematica pode ser entendida como a tentativa de representar, através de
expressdes matematicas, fendmenos que o homem necessita compreender para poder interferir
positivamente em seu processo. No Brasil, Rodney Carlos Bassanezi € um dos principais
pesquisadores da area, e define-a como:

[...] um processo dindmico utilizado para a obtencdo e validacdo de modelos
matematicos. E uma forma de abstragdo e generalizagdo com a finalidade de
previsdo de tendéncias. A modelagem consiste, essencialmente, na arte de
transformar situagbes da realidade em problemas mateméaticos cujas solugdes
devem ser interpretadas na linguagem usual (BASSANEZI, 2004, p. 24).

Quando se procura refletir sobre uma porgcao da realidade, na tentativa de explicar, de
entender, ou de agir sobre ela, o processo usual & selecionar argumentos ou parametros
considerados essenciais e formaliza-los por meio de um sistema artificial: o modelo (ibidem, p.
19). Conforme Beimbengut e Hein (2005), o modelo consiste na representagido de um processo
por meio da linguagem matematica, por isso envolve alguns procedimentos importantes na
modelagem matematica: a) a interagdo, que necessita do reconhecimento do problema e a
familiarizacdo com o assunto que sera modelado; b) a matematizacao, que implica na formulagao
das hipoteses a serem consideradas no problema; c) o modelo matematico, que pressupde sua
construgao, posterior interpretacdo dos resultados e validacdo em relagdo aos objetivos tragados.

Assim, se o modelo ndo atender aos resultados esperados para sua validagéo, o processo
de modelagem deve voltar a etapa de matematizagéo, revendo as hipéteses e variaveis a fim de
reformula-lo até a sua efetiva validagdo. E importante lembrar que a modelagem matematica
trabalha com aproximagdes da realidade, elaborando uma representacdo de um sistema ou parte
dele. Por isso, o grau de aproximagao da realidade é fator preponderante na validagédo do modelo
e na busca em explicar padrées e funcionamentos dos mais diferentes processos que regem a
vida no mundo.

Os primeiros registros de modelos matematicos que descrevem dindmicas populacionais
se deram em meados do século XVIII, sendo, a partir disso, aprimorados e estudados por diversos
pesquisadores da area. Neste contexto, ressalta-se a importancia da utilizacdo de Equacdes
Diferenciais', tendo em vista a exploragdo dos diferenciais, que permitem representar taxas de
variagao entre duas ou mais variaveis e, assim, projetar cenarios futuros do fenémeno envolvido.

As projegbes de populagcdo tém fundamental importancia para o célculo de
indicadores sociodemograficos, servem de subsidios para a implementagdo de
politicas publicas e a posterior avaliagdo de seus respectivos programas, bem
como para estratégias de planejamento do setor privado. Além disso, possibilitam
antecipar os desafios a serem enfrentados pela sociedade brasileira nas proximas
décadas, assim como as oportunidades que surgirdo em decorréncia das
mudanc¢as demograficas (IBGE, 2018b, p. 7).

" Uma Equagéo Diferencial é definida por uma relagdo matematica de igualdade, que contém as derivadas
ou diferenciais de uma variavel dependente, em relagdo a uma ou mais variaveis independentes.
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Atualmente, no Brasil, o Instituto Brasileiro de Geografia e Estatistica (IBGE) é o
responsavel pelo recenseamento da populagao e pelo calculo de projecdes populacionais futuras,
a nivel nacional e estadual. Seus modelos baseiam-se nas evolugbes e adaptacbes matematicas
em relagdo ao contexto de cada regido considerada, servindo de meio para o planejamento

estratégico para érgaos publicos e privados.
2.1. Modelo de Malthus

Ao descrever pela primeira vez a dindmica populacional em linguagem matematica,
Thomas Robert Malthus, em 1798, partiu do pressuposto de que a variagdo populacional (dP) em
relacdo ao tempo (dt) é proporcional ao seu tamanho em cada instante (P). Desta forma,
assumiu-se que existia um coeficiente k, de crescimento (k > 0) ou decrescimento (k < 0),
calculado a partir da diferenca entre a taxa de natalidade e de mortalidade de determinada

populacéo, isto é:

P _

ZF=kP. (1)

Resolvendo analiticamente (1) e designando ¢ uma constante, obteremos:

fd?P=fkdt, (2)

InP=kt+c. (3)

O processo exponencial em (3), garante que:

P = ekt+c’ (4)

P = ekt eC, (5)

Sendo e€ uma constante de valor desconhecido, ela sera denominada de ¢;, levando

encontrar a seguinte relacao:

P(t) = ¢, et (6)

Denominando P, a populagdo no instante inicial (t = 0), tem-se que P, = c¢;, e, assim, a

solugao analitica do modelo de Malthus torna-se:
P(t) = P, e*t. (7)

Analisando a funcéo, é facil verificar que, dado a necessidade de P, = 0, ter um coeficiente

k > 0 significa que a populagdo crescera e continuara expandindo para o infinito, isto é,
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tlim P(t) = +o0. Por outro lado, ter k < 0, implica que a populagado tendera a zero ou, em outras

palavras, a extingao.

Por utilizar de uma fungao exponencial (7), Malthus defendia a ideia de que o crescimento
da populagdo humana ocorria em progressao geometrica, enquanto os meios de sobrevivéncia
cresceriam em progressao aritmética (BASSANEZI, 2004). Assumia-se, assim, que seu modelo
era incoerente a partir de determinado ponto, visto que no momento que os recursos nao fossem
mais suficientes para atender toda populacao, a tendéncia seria aumentar o numero de mortes e,
consequentemente, a funcido da populacao decresceria até estabilizar-se com a fungao linear que

representa os meios de sobrevivéncia em relacido ao tempo.

2.2. Modelo de Verhulst

O problema de infinidade do modelo malthusiano sé foi resolvido em 1837, quando Pierre
Francois Verhulst aprimorou-o acrescentando um fator limitante. O matematico supbs que a
populacdo deveria crescer até um limite maximo sustentavel L, e, em seguida, tendia a se

estabilizar. Algebricamente, ele representou:

%§=kp@_§) (8)

De imediato, observa-se que quando P € pequeno em relacdo a L, a equacao reduz-se ao
modelo exponencial de Malthus. Por outro lado, quando a populagéo alcanga o limite maximo (P =
L), néo havera taxa de crescimento nem decrescimento, isto &, a populagao se estabilizara em L.

Integrando ambos os lados da igualdade, a referida Equagao Diferencial apresenta a

seguinte solucdo analitica:

fﬁ=fkdt. ©)

Como a expresséo a esquerda da igualdade pode ser fracionada em partes, € possivel

considerar a seguinte situagdo:

S (P A P 10
fp(l_ﬁ)‘f PP (10)
L
E assim, da-se continuidade a resolucao de (9):
1 L
f -+ — dP=jk dt. (11)
P P
-7
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Nomeando ¢ como uma constante e explorando da propriedade logaritmica do quociente,

obtém-se:
P
In|P| —ln|1 ‘Z| —kt+c (12)
In 5| = kt + c. (13)
-7

Utilizando o processo exponencial em (13), considerando e€ =c, e usufruindo de

manipulacdes algébricas, obtém-se:

P
2 — ekt+c’ (14)
-7
PL
T—p= e (15)
PL+Pc, et =Lc,e"t, (16)
kt
= ch—e. (17)
L+ c, ekt
Ao considerar a condigao inicial P(0) = P,, verifica-se que:
PolL
C2 = L—O_P() (18)
Assim, basta substituir (18) em (17) e encontrar:
L P
P(t) = (19)

(L — Po)e_kt + POI

Ao analisar a fungao (19), percebe-se que, diferente do modelo de Malthus, tlim P(t) =1L.

Neste modelo, a taxa de variagdo da populagdo tende a zero para grandes
intervalos de tempo ja que quando a populagédo € menor do que a capacidade de
suporte ela cresce e quando é maior que a capacidade de suporte ela diminui, ou
seja, em ambos 0s casos a populagédo tende a um valor de suporte representado
no modelo pela constante L (Adaptado de VILLAR, 2014, p. 19).

Apesar de superar o problema da tendéncia infinita, o modelo de Verhulst ndo é

considerado ideal por ndo prever a possibilidade de extingdo da espécie.
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2.3. Modelo de Gompertz

No mesmo século em que Verhulst desenvolveu sua equagdo, o matematico inglés
Benjamin Gompertz propés um modelo com principios semelhantes, porém utilizando como
limitador uma taxa de inibicao da variavel de estado proporcional ao respectivo logaritmo. Tal fato
implica em uma taxa de crescimento maior no inicio do processo, alterando rapida e

progressivamente para um crescimento mais lento. A Equacéo Diferencial tomada como base foi:

dP L
apr _ L 20
g = kP (P)' (20)

Operacionalizando a equagéo e realizando a integragao, tem-se:

P

P o

. e L dp .
Introduzindo a mudancga de variaveis u = In (;) e-du= X e denominando ¢ como uma

constante de integragao, tem-se:

[ [ 2

—In|u| + ¢ = kt. (23)

Voltando as variaveis originais do problema, obtém-se:

—1In

In (§)| feo=kt (24)

Como P, = P(0), oferece a seguinte definicdo da constante de integracgéo:

In (Pio)

A substituicdo de (25) em (24) e a exploragdo de manipulagbes algébricas e da

c=1In

: (25)

propriedade logaritmica do quociente, implica em:

In (%)| +In

—1In = kt, (26)

(2

(27)
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L L
In (—) =e ¥ In (—) (28)
P P,
Desenvolvendo o processo exponencial em (28), obtém-se:
p L
- 3 (29)
ee ke ln(P—O)
e n(72) (30)
P(t)=Le L/,

Neste caso, & perceptivel uma aproximacdo dos modelos de Verhulst (logistico) e

Gompertz, tendo em vista que tlim P(t)=Le ltm(} P(t) = Py. Assim:

[...] tanto a curva logistica, quanto a curva de Gompertz tendem a capacidade de
suporte para tempos grandes. Por apresentar um ponto de inflexdao em um valor
de populagdo menor do que a curva logistica, a curva gerada pelo modelo de
Gompertz apresenta um crescimento maior no inicio (sic) do tempo e chega ao
equilibrio mais rapidamente. Dependendo da populagdo estudada, este modelo

pode ser o mais adequado (VILLAR, 2014, p. 19).

A comparacao grafica dos trés modelos estudados evidencia as principais caracteristicas

de cada uma, como mostra a Figura 1.

Figura 1 — Grafico comparativo entre as curvas geradas a partir dos modelos de Malthus, Verhulst

(logistico) e Gompertz?2.

populagao

Logistico
Mlalthus
Gompertz

Fonte: VILLAR (2014, p. 26).

Cada um dos modelos apresentados nestas seg¢des sera utilizado no presente trabalho a

fim de verificar qual o que melhor se adequa as especificidades da populagao santa-rosense e,

2 Villar, em sua dissertagao, utiliza k como a representagao do limite populacional sustentavel, diferente de

L, adotado neste estudo.
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consequentemente, apresenta projecées mais provaveis de serem concretizadas no futuro. Os
dados estatisticos utilizados basearam-se em documentos oficiais, principalmente relativos aos
relatérios dos censos demografico realizados pelo Instituto Brasileiro de Geografia e Estatistica
(IBGE).

3. Metodologia

Com vistas aos embasamentos tedricos utilizados para este estudo, desenvolveu-se uma
investigacao que alia carater qualitativo e quantitativo. Aquele, justifica-se pela preocupac¢do na
identificacao e elucidacido dos fatores que determinam ou que contribuem para a ocorréncia dos
fendmenos investigados; este, por ter em vista o estudo e a busca de representagbes abstratas da
din@mica populacional do municipio de Santa Rosa, possibilitadas pela exploracido de Equacbes
Diferenciais.

Em relagdo aos procedimentos metodoldgicos, a pesquisa possui cunho documental e
bibliografico, uma vez que sua fundamentagao se da sobre dados histéricos populacionais obtidos
junto a érgaos dficiais, além de renomadas obras literarias na area de Modelagem Matematica.

A pesquisa documental trilha os mesmos caminhos da pesquisa bibliografica, ndo
sendo facil por vezes distingui-las. A pesquisa bibliografica utiliza fontes
constituidas por material ja elaborado, constituido basicamente por livros e artigos
cientificos localizados em bibliotecas. A pesquisa documental recorre a fontes
mais diversificadas e dispersas, sem tratamento analitico, tais como: tabelas
estatisticas, jornais, revistas, relatérios, documentos oficiais, cartas, filmes,
fotografias, pinturas, tapegarias, relatérios de empresas, videos de programas de
televisao, etc. (FONSECA, 2002, p. 32).

Apds a revisdo bibliografica e coleta de dados referentes aos censos e estimativas
populacionais do referido municipio, adquiridas junto ao IBGE, se deu a determinagdo do
coeficiente de crescimento populacional relativo a solucao analitica das Equacgdes Diferenciais de
Malthus, Verhulst e Gompertz. Assim, foi possivel a construgdo e posterior validacdao de um
modelo matematico que relacione a variagdo populacional em fungdo do tempo, projetando
cenarios populacionais futuros.

Convém salientar que, para os calculos realizados, adotou-se como procedimento padrao
na representagao numérica a utilizagao de 4 casas decimais. As principais ferramentas utilizadas
para as resolugdes e representagdes de cada modelo encontrado foram a Calculadora Cientifica e

os softwares GeoGebra e Maple.

4. Resultados e discussao

Ao investigar o crescimento populacional santa-rosense € imprescindivel considerar seu
contexto historico de constituicdo, principalmente relativo a época considerada para o estudo.
Geograficamente, o territorio municipal tem sofrido alteragées desde sua emancipagao politica e
econdmica, sendo subdividido inicialmente nos distritos de Cruzeiro, Santa Rosa, Sete de

Setembro, Campina e Candido Godoéi.
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De 1960 até os dias atuais, as principais alteragdes territoriais municipais foram o
desmembramento dos distritos de Campina e Candido Gododi, no ano de 1963, e a posterior
juncdo de Cruzeiro e Santa Rosa — mantendo a nomeacgéo deste ultimo e constituindo a sede
municipal (RIO GRANDE DO SUL, 1984). Desta forma, a fim de garantir a eficacia da pesquisa
por meio da variagcao populacional relativa a um mesmo territério, a populagéo considerada para o
ano de 1960 no estudo foi apenas referente aos distritos que compdem as atuais demarcacdes
geograficas. A Tabela 1 evidencia o crescimento demografico vivenciado nas ultimas cinco

décadas e a variagdo do indice de crescimento a cada década.

Tabela 1 — Historico populacional de Santa Rosa nas ultimas cinco décadas.

Ano Populagcdo Taxa de Crescimento

1960 32 112 -

1970 39 550 23,16%
1980 52 231 32,06%
1990 57 692 10,45%
2000 65 016 12,69%
2010 68 587 5,49%

Fonte: IBGE (2018a).

Convém salientar, que no ano de 1990 foi utilizada a estimativa preliminar do IBGE para o
periodo que antecedeu o censo da década, realizado no ano seguinte. Ja para a projecdo das
fungbes exploradas, as hipotese que nortearam a formulagdo do modelo matematico foram: a) a
taxa de crescimento, k, é baseada na primeira década analisada (P, = 1960 e P; = 1970); e b) o
limite sustentavel da populacao santa-rosense é de 300 000 habitantes.

A primeira hipotese se da pela necessidade de delimitar um periodo para definicdo da
variavel de crescimento, na qual se usufruiu da conjectura de que a variagéo da primeira década
analisada ira definir tais indices posteriores. Ja a segunda, seguiu da analise da queda da taxa de
crescimento ao longo das ultimas cinco décadas, na qual verificou-se a proximidade do
comportamento do referido indice ao longo do tempo, representado na figura a seguir pelos
pontos em laranja, com o processo de regressé&o logaritmica. Utilizando de tal técnica matematica,
concluiu-se que demorariam cerca de 10 décadas apds 1960 para que a taxa de crescimento se

anulasse, passando a ser uma taxa de decrescimento, como mostra a Figura 2.
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Figura 2 — Regressao logaritmica da taxa de crescimento populacional de Santa Rosa em funcao
das décadas a partir de 1960.

Taxa de Crescimento (%)

60 1

g(x) = 28.71617 — 12.47644 In(x)
40

20

empo (décadas a partir de 1960)

0 2 4 6 8 10 2
Fonte: Dados da pesquisa.

Seguindo esta analise, o limitante da populacdo considerada seria atingido
aproximadamente em t = 10. Substituindo tal valor no modelo de Malthus, encontramos que a
populagcédo estaria em quantidade proxima a 300 000 — valor utilizado para o parametro L nos

modelos de Verhulst e Gompertz.

4.1. Aplicagdao do modelo de Malthus

Ao visualizarmos os dados historicos relativos a populagdo santa-rosense e adotarmos o
tempo t em décadas a partir de 1960, teremos P, = P(0) =32 112 e P(1) = 39 550. Utilizando o
modelo de Malthus em sua forma analitica (7), e realizando os devidos procedimentos

matematicos, obtém-se:

P(l) = PO ekll' (31)
39550 = 32 112 ek, (32)
39550
k _ 33
¢ T32112 (33)
39550
1n32 TP 0,2083 (34)

Com o coeficiente de crescimento k definido, a fungdo malthusiana que retratara a

variagao populacional em relagao ao tempo sera:

P(t) = 32112 %2083k, (35)
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4.2. Aplicagao do modelo de Verhulst

Ao explorarmos a solucao analitica de Verhulst (19), adotando os devidos procedimentos

matematicos, obtém-se:

32112.300 000

P(1) = :
1) = B00000=32112) e % + 32112

— 32112.300 000 37)
~ (300000—32112) e~k + 32112’

~ (32112.300 000) — (39 550.32 112)

- 38
39550.(300 000 — 32 112) (38)

. (32 112..300000) — (39550.32 112)\ _ .. o
- 39550 (300 000 — 32 112) = 0,2365. (39)

Com o coeficiente de crescimento k definido, a funcédo de Verhulst que retratara a variacao

populacional em relagdo ao tempo sera:

32112.300 000

P(t) = :
(®) = 300000 32 112) 02565 + 32 112

(40)

4.3. Aplicagdao do modelo de Gompertz

Ao explorarmos a solugdo analitica de Gompertz, adotando as mesmas hipéteses do

modelo anterior e usufruindo das operacgdes e procedimentos matematicos necessarios, tem-se:

_ 32112
P(1) = 300 000 e® %1 1n(355600) (41)

)

— 32112
39550 = 300 000 ¢° " (300000, (42)

— 32112
et (355 006) = 39 550 : (43)
300 000
32112 39 550
k| 1 <_) 44
e In (300 000) "\300000/ (44)
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300000

i (3m000)

. ln(39 550)

In (350 000)

=~ 0,0979. (46)

Com o coeficiente de crescimento k definido, a fungdo de Gompertz que retratara a
variacao populacional em relagao ao tempo sera:

- 32112
P(t) = 300 000 ¢ """ (555000) (47)

4.4. Analise dos modelos matematicos

A comparagao numérica populacional dos dados historicos relativos ao municipio santa-
rosense com as proje¢des desenvolvidas em cada modelo matematico torna-se, neste caso, a
principal ferramenta de sua (in)validagéo, tendo em vista a identificacdo da margem de erro de
cada funcao e sua respectiva aceitabilidade. Neste sentido, quanto mais proximo dos dados reais,

maior a probabilidade de acerto das projegbes. A Tabela 2 apresenta tal comparagao.

Tabela 2 — Historico populacional do municipio de Santa Rosa nas ultimas cinco décadas em
comparacao com os modelos matematicos encontrados.

ano POPUISEEe  coitiincavia  EMC  caicuisdavia  E° Populacio calculada Ero
Malthus Verhulst
1960 32112 32112 0 32112 0 32112 0
1970 39 550 39 550 0 39 550 0 39 550 0
1980 52 231 48 711 6,7 48 400 7,3 47774 8,5
1990 57 692 59 994 4,0 58 782 1,9 56 700 1,7
2000 65 016 73 890 13,6 70 766 8,8 66 228 1,9
2010 68 587 91 005 32,7 84 339 23,0 76 245 11,2
> 315188 345 262 9,5 333 949 6,0 318 609 1,1

Fonte: Dados da pesquisa.

A Figura 3 apresenta a comparagéao grafica dos dados reais, representados pelos pontos
em laranja, com as simulagdes realizadas, facilitando suas analises e interpretagdes e ressaltando

as curvas definidas por cada modelo explorado.
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Figura 3 — Comparagao dos modelos matematicos utilizados com os dados reais.

Populagao (mil habitantes)

100

80

60 1
Malthus 404
Verhul
Gompertz”_ |

Tempo (décadas apds 1960)

2 1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Fonte: Dados da pesquisa.

Ao analisar as representagdes numéricas e graficas da utilizacdo dos modelos de Malthus,
Verhulst e Gompertz fica nitida uma maior aproximagao dos dados histéricos com este ultimo,
induzindo a crer na existéncia de um fator de inibicdo da variavel de estado proporcional ao
respectivo logaritmo. As projecdes populacionais futuras se dao, portanto, a partir da fungao (47),
qgue descreve a populagdo municipal (habitantes) em funcido do tempo (décadas a partir de 1960).

Apesar de ter tido um crescimento mais elevado no inicio de sua colonizagdo e
emancipacao politica, a taxa de variagao populacional de Santa Rosa tem decaido nas ultimas
décadas e encaminhado a estabilizacdo de um determinado limite sustentavel. Ressalta-se,
assim, a necessidade de investimentos, nos mais diversos setores, que garantam a expansao da
cidade, revertendo as tendéncias de estagnacdo populacional e impulsionando o progresso

municipal e regional.

5. Consideragoées finais

Buscar abstragdes que se aproximem da representagdo de determinado fenébmeno tem
configurado um grande desafio aos que se aventuram na tarefa de modelar matematicamente. Ao
especificar-se as dindmicas populacionais, a variagdo dos modos de vida e as diferentes
caracteristicas das populagbes consideradas tornam-se causas de constantes modificagdes e
aprimoramentos de modelos que sejam validos e possam ser explorados sob a 6tica das mais
diferentes areas de estudo.

Ao analisar o contexto histérico da construgdo dos modelos de Malthus, Verhulst e
Gompertz na dindmica populacional fica nitida a tentativa de adaptag¢des da realidade por meio de
Equagbes Diferenciais. Tais recursos matematicos tomam sua relevancia na Modelagem
Matematica por possibilitarem a representagao de relagées entre uma variavel dependente e pelo
menos uma independente — integrando o conceito de funcéo.

Embora, por vezes, exija o ajuste de seus parametros, a fim de buscar a minimizacao da

margem de erro em relagdo as reais proporcdes do processo considerado, as Equacdes
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Diferenciais evidenciam suas potencialidades por possibilitarem a adequacido a diferentes
conjecturas, como por exemplo o incremento de um limite populacional sustentavel. Outras
técnicas matematicas, como os diferentes tipos de regressio, muitas vezes, acabam limitando-se
ao processo de representacdo simbdlica, sem considerar os principios que regem os fenbmenos
considerados e suas respectivas particularidades.

Em relagcdo ao municipio de Santa Rosa, percebe-se que o comportamento da variagao
populacional em relacéo as ultimas cinco décadas tem se aproximado a curva de Gompertz, isto
€, sido consideravelmente alta no inicio e baixa no fim do periodo. Tal fato refor¢ca a necessidade
continua de planejamentos e investimentos nos diferentes setores estruturais da sociedade, a fim

de impedir a estagnacéo populacional do municipio e garantir o progresso local.
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