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Resumo

A famosa sequéncia de Fibonacci surgiu de um simples problema de re-
producédo de coelhos. Devido a diversas aparigdes na natureza, aplica-
¢bes na Matematica, Ciéncias, Arquitetura e Estética, juntamente com
sua relagdo com o numero de ouro, a sequéncia de Fibonacci tornou-se
uma das mais importantes da Matematica. Neste artigo, as sequéncias de
Fibonacci serdo abordadas do ponto de vista da Algebra Linear. Desse
estudo sera determinada uma férmula fechada do termo geral da sequén-
cia. Sera apresentada, também, a relagcdo com o numero de ouro. No
final, sera analisada uma versao simplificada da férmula.
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Abstract

The famous Fibonacci sequence arose from a simple rabbit breeding pro-
blem. Due to various appearances in nature, applications in Mathematics,
Science, Architecture and Aesthetics, along with its relation to the Golden
number, the Fibonacci sequence has become one of the most important in
Mathematics. In this paper, the Fibonacci sequences will be approached
from the standpoint of Linear Algebra. From this study will be determined
a closed formula of the general term of the sequence. The relationship
with the golden number will also be shown. At the end a simplified version
of the formula will be analyzed.

1 Introdugao

Leonardo de Pisa nasceu em Pisa, na Toscana, Italia, por volta de 1175, e ficou conhecido

como Leonardo Fibonacci, devido ao fato de Fibonacci ser uma composi¢ao por aglutinagao de

fillius Bonacci, que quer dizer filho de Bonacci — seu pai se chamava Guglielmo dei Bonnacci

(RAMOS, 2013).

Por seu pai ser um importante mercador, Fibonacci viajou pelo Mediterraneo por rotas co-

merciais ja consolidadas, entrando em contato com paises mugulmanos, assimilando conhecimen-
to cultural e matematico desses paises (RAMOS, 2013, FERREIRA, 2006).

Ao regressar a Pisa, Fibonacci passa a escrever trabalhos nos quais incorpora os conhe-

cimentos que tinha adquirido com os arabes. O seu livro mais conhecido foi um tratado de aritmé-
tica e algebra elementar intitulado Liber Abaci (Livro do Abaco), escrito em 1202 (FERREIRA,

2006).
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No capitulo 12 do Liber Abaci, intitulado De solutionibus multarum positarum questionum
quas erraticas appellamus (A solugdo de problemas diversos), apresenta-se um problema de re-

producao de coelhos, que é o problema mais conhecido dentre todos os analisados por Fibonacci:

Um homem pés um par de coelhos num lugar cercado por todos os lados por um
muro. Quantos pares de coelhos podem ser gerados a partir desse par em um ano
se, supostamente, todo més cada par da a luz um novo par, que é fértil a partir do
segundo més. (FERREIRA, 2006, p. 6).

Este problema é de solugao simples:

¢ No 1°més, tem-se apenas um par de filhotes (1 par);

o No 2°més, o par de coelhos se torna adulto e, assim, fértil (1 par);

o No 3°més, o par de coelhos adultos gera um par de filhotes (2 pares);

e No 4° més o par de coelhos adultos gera um par de filhotes e os filhotes gerados no 3°
més se tornam férteis (3 pares);

o No 5° més, os pares férteis do 1° e 3° més geram um par de filhotes cada, e o par do 4°
més se torna fértil (5 pares).

Continuando, obtém-se a seguinte sequéncia de pares de coelhos: (1,1,2,3,5,7,...). Esta é
a famosa sequéncia de Fibonacci, a qual possui a propriedade de que um termo qualquer, a partir
do 3°, é igual & soma dos dois termos antecedentes.

Ao longo dos anos, foram encontradas diversas propriedades envolvendo a sequéncia de
Fibonacci, como por exemplo, o nk-ésimo termo da sequéncia supracitada é multiplo do k-ésimo
termo da mesma, para quaisquer naturais n e k; a soma dos n primeiros termos da sequéncia é
uma unidade a menos que o termo de indice n + 2, dentre outras propriedades (FERREIRA,
2006).

Outra importante propriedade é a que afirma que a razéo entre termos sucessivos da se-

1+/5
2

quéncia de Fibonacci converge para , 0 chamado numero de ouro, 8 medida em que os indi-

ces dos termos crescem.

A sequéncia de Fibonacci possui varias aplicacées. Em Otica, é usada para calcular o nu-
mero de reflexdes de um raio de luz entre duas placas de vidro. Em Economia, € utilizada nos
ciclos de Elliot (FERREIRA, 2006). Em Biologia, pode representar a populagdo de abelhas em
uma colmeia, a distribuicdo de sementes em girasséis, pétalas em crisdntemos ou distribuicao de
folhas em plantas (SAMPAIO; SILVA, 2012, RAMOS, 2013). Devido as aplicagbes em Matemati-
ca, Ciéncias, Arquitetura e Estética, a sequéncia de Fibonacci e o nUmero de ouro merecem, por
si sos, um livro inteiro sobre eles. E esse livro existe! Foi escrito por H. E. Huntley (HUNTLEY,
1985).

Para calcular os termos de uma sequéncia de Fibonacci, € necessario determinar os ter-
mos anteriores, devido ao seu carater recursivo. Por exemplo, para determinar o 500° termo da
sequéncia, € necessario conhecer os termos 499° e 498°, e, para sabé-los, deve-se conhecer os

anteriores e assim sucessivamente, até os primeiros termos. Nesse sentido, uma formula fechada
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(funcao apenas da posicao e dos termos formadores da sequéncia) do termo geral se mostra bas-
tante atil. Tal férmula ja existe, conhecida como férmula de Binet, cuja dedugao encontrada na
literatura geralmente toma por base propriedades do numero de ouro (FERREIRA, 2006,
HUNTLEY, 1985), ou usa equacbes a diferencas finitas (SANTOS, 1998, OLIVEIRA, 2013,
GUSMAO, 2003). Contudo, este texto ndo tem o objetivo de determinar tal formula, mas sim mos-
trar uma abordagem alternativa de deduc&o usando Algebra Linear. Uma abordagem similar foi
feita por Ramos (2013), mas neste texto sera apresentada de forma generalizada, isto €&, para
sequéncias que possuem a mesma lei de recursividade da de Fibonacci, cujos dois primeiros
termos n&o sdo necessariamente iguais a 1, derivando assim a formula de Binet como um caso
particular. Dessa formula sera demonstrada a relagdo entre as sequéncias de Fibonacci e o
numero de ouro. Por fim, sera feita a analise numérica de uma versao simplificada da formula,

permitindo o calculo aproximado dos termos da sequéncia.

2 Espaco vetorial, base e dimensao

Nesta segao, serdo abordados, de forma breve, alguns conceitos basicos de Algebra Line-
ar, como espaco vetorial, dependéncia linear, base e dimensao. Se o leitor ja possui familiaridade

com tais conceitos, podera, se preferir, omitir a leitura desta se¢ao, podendo partir para a secéo 3.

Definigao 2.1: Um conjunto VV € um espaco vetorial real, ou simplesmente espaco vetorial,
se nele estiverem definidas as operagdes: adi¢cdo, que a cada par de vetores u, v € V associa ao
vetor u + v € V, e multiplicagdo, que a cada vetor u € V e a cada real a associa ao vetor au € V,
com as propriedades a seguir, Vu,v,w €V e Va, € R:

1. u+v=v+ul
u++w)=wW+v)+w;

Existe um vetor 0 e V talque u + 0 = u;
Existe um vetor —u € V tal que u + (—u) = 0;
a(Bu) = (ap)u;

a(u+v) =au+ av;

(a + Bu = au + Pu;

© N o g b~ 0w D

1 -u=u;

Definigao 2.2: Sejam vy, v,,...,v, vetores do espago vetorial V e os escalares (numeros
reais) a,, a,, ..., a,. O vetor
V=aqv, + a,v, + -+ anvn

é dito uma combinagéo linear dos vetores vy, vy, ..., vy.

! Esta condigéo pode ser omitida como indicado por Lima (2016, p. 6, exercicio 1.11).
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Definigao 2.3: Os vetores v,, v,, ..., v, sao ditos linearmente dependentes se existem esca-
lares a4, a,, ..., a, ndo todos nulos tais que
avy + avy + -+ apv, =0,

do contrario, vy, vy, ..., 1, S&0 ditos linearmente independentes.

Definigao 2.4: Um subconjunto E do espaco vetorial V € um subespaco vetorial se, com as
mesmas operagoes definidas no espaco V, E tiver a estrutura de espacgo vetorial. Em outros ter-
mos, E é um subespagodeVseEC Ve

1. wveEE=>u+vEE;
2. aERUEE>auEE.

Definigao 2.5: Sejam V um espago vetorial € A = {v;, vy, ...,v,} €V, A # @. O subespago
vetorial gerado por A € o conjunto
GA) ={v=ayv  +ayvy + -+ a,vy; ay,ay, ..., a, € R}

isto &, é o conjunto das combinacgdes lineares dos elementos de A.

Defini¢ao 2.6: Um conjunto B = {v, v,, ..., v,} € V é uma base do espaco vetorial V se:
1. B é linearmente independente;
2. BgeraV,istoé,V = G(B).

O numero n é a dimenséao do espaco V e escreve-se n = dim V.

O conceito de base é importantissimo para a algebra linear, pois qualquer vetor de um es-
paco V pode ser escrito em termos de vetores basicos, e tal representacédo, uma vez fixada a ba-
se, € unica, conforme apresentado em Steinbruch e Winterle (1997, p. 32). Uma base de um
espaco vetorial pode ser encarado como a referéncia de um sistema de coordenadas. Assim, um
vetor v =a,v; + ayv, + -+ a,v, €V pode ser escrito como v = (aq,ay,..,a,) ha base B =
{v1,v,, ..., v}, sendo univocamente determinado por meio das coordenadas a4, a,, ..., a,.

Nesse contexto, dados u = (a4, ay, ..., a,) € v = (by, by, ..., b,) vetores em V na base B, as
operacgoes de adicdo e multiplicacdo passam a ser definidas por

u+v=_(ay+by,a,+by,..,a,+by)
au = (aaq, aay, ..., Ady,)

na base B.

3 Metodologia

Nesta secao, sera demonstrado que o conjunto das sequéncias de Fibonacci forma um es-
paco vetorial de dimensao 2. Dessa forma, toda sequéncia f pode ser escrita como f = au + bv,

cujos coeficientes a e b sdo univocamente determinados, restando a tarefa de encontrar duas
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sequéncias u e v linearmente independentes cujos termos gerais u, e v, sao fungdes apenas de
n.

Definicao 3.1: Dados F;,F, € R, uma sequéncia de Fibonacci € uma sequéncia (f,,), =
(fi, f2) » fn, --- ) definida pela lei de recorréncia f,, = f,_1 + fn—2, n = 3. O conjunto das sequéncias

de Fibonacci é representado por F.

Lema 3.2: Dadas (u,)n, (v,)n € F, entdo (u, + v,), € F € (au,), € F Va € R.
Demonstragao:
De fato, considerando as sequéncias (s,), = (un + v)n € (tn)n = (auy),, tem-se
Sp=Un+ Uy = (Up_1 HUn_z) + (Wn1 +V52) = (Upoqg +Vno1) + (Unoz + Vp_z) = Spo1 +5p2
th = Uy = a(Un_1 + Up_2) = QUp_1 + AUR_3 =ty g F

Portanto (s,), € (t,,),, sdo de Fibonacci. [ |

Teorema 3.3: Definindo as operagdes (u,), + (V) = (U, + ), € a(u,), = (auy,), F é
um espaco vetorial com essas operagoes.

Demonstracao: O lema 3.2 mostra que as operagdes de soma e produto por escalar
enunciadas no teorema estdo bem definidas. Para mostrar que F € um espaco vetorial com essas
operagdes, as 8 condi¢des da definigdo 2.1 devem estar satisfeitas. De fato, para u = (u,),, v =
(v, € w = (wy), pertencentes a F:

1. utv=n+ Wn = W+ vn = (Wn + upn = Wpn + Wdn =v +y;

2. u+ @+w) = W + (W + W) = Wndn + (Wn + wndn = (Un + (W +wy)) =
(Qn +v0) +wn) = (Un +Vpdn + W) = (Udn + W) + Wiy = (u +v) +w;
Basta tomar 0 = (0),, = (0,0, ...) € F;

Basta tomar —u = (—u,), € F;
a(Bu) = a(Bup)n) = a(Bup)n = (aBun)), = ((@B)uy) = (@B)un)n = (@Bu;

a(u+v) =a((up)n + Wndn) = a(uy + vdn = (a(un + vn))n = (auy + avy), =

o o A~

(aup)n + (@vp)n = a(up)n + a(Wp)n = au + av;

7. (@+Bu=(a+p)udn = ((a+Pun), = (auy + Bun)n = (@Up)p + Bun)y =
a(up)n + B(un)n = au + Bu;

8. 1-u=1 (Uuplp=~0" upn= WUnlp=u

Como sao satisfeitas todas as condi¢des da definicdo 2.1, F é um espaco vetorial. [

A seguir, sera determinada a dimens&o do espaco F. Como toda sequéncia de Fibonacci é
obtida a partir dos dois termos iniciais, € um indicio de que dim F = 2. De fato, isso & verdade, de

acordo com o proximo teorema.
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Teorema 3.4 : dimF = 2.

Demonstragao: Procuremos dois vetores (u,), € (v,), em F tais que {(u,),, (v,).} € ba-
se de F, isto é, que V(f,), € F, existem (Unicos) a,b € R tais que f,, = au, + bv,, 0 que gera o
sistema

{f1=au1+bv1 (1)

fz = auZ + bvz
Esse sistema é possivel e determinado se, e somente se,

U

|u2 v2| %0

isto &, se (up), e (v,), ndo sao proporcionais. Tomando as sequéncias (1,1,2,3,5,..) €
(0,1,1,2,3, ...), elas sao de Fibonacci e ndo sao proporcionais, podendo assim formarem uma base

para F. Portanto dim F = 2. [ |

Resolvendo o sistema (1) encontra-se

fiva — foavs four — fiuy
= U Uy — UpVg © b= U Uy — Uy Vg @)
obtendo a férmula
fn = au, + by, (3)
Resta encontrar uma base {(u,,),, (v,)} € F onde u,, e v, sdo fungbes apenas de n.
Observando a Figura 1, vé-se que seu grafico se assemelha ao grafico de uma funcéo ex-
ponencial. Isso sugere o uso de progressdes geométricas para determinar a férmula do termo
geral de uma sequéncia de Fibonacci, pois seus graficos a, X n sdo exponenciais e a férmula do
termo geral de uma progressao geométrica (a4, a,, ..., a,, ...) € (DANTE, 2009, p. 114):
an =a;q""!

que é funcdo somente do primeiro termo a, e da posicao n.

Figura 1 — Grafico da sequéncia de Fibonaccipara f; = f, = 1.
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Fonte: Elaboracao do autor.

Supondo que (a,), é de Fibonacci:
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1
an+z=an+1+an=>a1q"”=a1q"+a1q"‘1=>q=1+5=>q2—q—1=0

1++/5 1—-+/5 1++5
= ou = 1-—

2 1=—H = 2

=q

’ 1+V5 . ’ .
O numero Tf € chamado numero de ouro e é representado pela letra grega ¢. As se-

quéncias (¢" 1), e (1 — p)™1),, sdo de Fibonacci, cujos termos gerais sdo fungdes apenas de
n.

Como ¢ #1—¢, (¢" 1), e (1 —¢)* 1), ndo sdo proporcionais, sdo linearmente inde-
pendentes e, portanto, formam uma base de F. Com isso,

fo=ap™ "t +b(1 - )" (4)

com

A=) —f; _L—9%h
a=—= e b=
1-2¢ 1—2¢
Substituindo em (4) e simplificando obtém-se finalmente

_ (fi +9f2)9" 2 = (fo— df) A — )" !
V5

fn

e entdo estd demonstrado o

Teorema 3.5: Se (f,,), € F, entdo

_ (fi + )" — (f, — df1)(1 - ¢)n—1-

5
Em particular, considerando f; = f, = 1, obtém-se a formula de Binet?
$"-(1-¢)"
fa = 6)

Teorema 3.6: Se (f,,),, € de Fibonacci, entao

lim DL 5.

n—-oo n

Demonstrag¢ao: De acordo com a Férmula (5),

fns1 _ (h+of)e" = (- pf)A—P)"
fn (i + @)™ 2= (fz —pf)A — )" !

fitof, = (2 —f1) (%— 1) %

n-1
fith-Gh-of)(5-1) 3

2 Ha indicios de que tal formula ja era conhecida por Euler e De Moivre no século XVIII, e foi redescoberta
por Binet em 1843 (RAMOS, 2013, FERREIRA, 2006).
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Como |% — 1| < 1, entdo
1 n 1 n—-1
i (5-1) = (G-1) =0
Portanto,

_f1 + of, _
fi+of,

im Tt "

n—w f, -

¢

4 Simplificagao e resultados

A seguir sera feita uma analise numérica de uma versao simplificada da férmula (5).

Como |1 — ¢| <1, entdo lim (1 — ¢)* ! = 0. Para valores suficientemente grandes de n
n—oo

pode-se desprezar o termo (f, — ¢f1)(1 — ¢)"1, obtendo

zf1+¢f2

NG pn? (7)

fn

O erro cometido é

(e —df)(A — )" _ If2 — ¢/l
V5 V5
Seja € > 0 a tolerancia para o calculo de f,,. Tem-se

o= 0fil jn

V5

e o indice a partir do qual o erro cometido na aplicacao da formula (7) € inferior a € é

Ine+0.5In5—1Inlf, —¢pfil 1 loge + 0.5log5 —log|f; — ¢fil
In ¢ B log ¢

onde se pode usar logaritmos naturais ou decimais a depender da conveniéncia.

¢1—n

n>

Por exemplo, denotando por [x] o inteiro mais proximo de x, na sequéncia original (f,,),, =
(1,1,2,3,5,8, ...), para que o erro de calculo seja inferior a 0.5, n deve ser maior do que —0.23. Isso
significa que

-

para qualquer indice n.

Tomando, por exemplo, f; = 0.5 e f, = 2, para um erro inferior a 0.1, n deve ser maior do
que 4.47. Ou seja, para que a formula (7) forneca uma aproximagdo em uma casa decimal para
fn, n deve ser maior do que ou igual a 5, como observado na Tabela 1.

O leitor pode verificar, testando outras sequéncias, que ocorre um ajuste entre os valores
logo nos primeiros termos da sequéncia. Isso ocorre porque o erro absoluto decresce exponenci-
almente, tendendo a zero quando n tende a infinito. Pode-se dizer que as férmulas (5) e (7) se

ajustam de forma assintética. Isso explica também por que a curva da Figura 2 a seguir se estabi-
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liza nos primeiros valores de n (percebe-se que apds n = 7 a curva se assemelha a uma linha reta

horizontal, ou seja, ao grafico de uma funcao constante).

Tabela 1 — Comparagao entre as formulas (5) e (7) para a sequéncia de Fibonaccicom f; = 0.5 e

fo = 2.

n | f, férmula (5) | f,, férmula (7) | Erro absoluto | Erro relativo (%)
1 0.50 1.033 0.533 106.525
2 2.00 1.671 0.329 16.459
3 2.50 2.703 0.203 8.138
4 4.50 4.374 0.126 2.794
5 7.00 7.078 0.078 1.110
6 11.50 11.452 0.048 0.418
7 18.50 18.530 0.030 0.160
8 30.00 29.982 0.018 0.061
9 48.50 48.511 0.011 0.023
10 78.50 78.493 0.007 0.009
11 127.00 127.004 0.004 0.003
12 205.50 205.497 0.003 0.001
13 332.50 332.502 0.002 0.000
14 538.00 537.999 0.001 0.000
15 870.50 870.501 0.001 0.000

Fonte: Elaboragéo do autor.

Figura 2 — Razao f,,1/f, para diversos valores de n,com f; = f, = 1.

4,5

4
3,5
3

fn+1/fn

2,5
2

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

n

Fonte: Elaboracéo do autor.
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Para uma outra analise do erro cometido ao usar a formula (7), suponha um computador
em que o menor valor em que seja possivel trabalhar é 4.9 - 107324, tomando ¢ = 4.9 - 107324 (isto
€, 0 menor erro possivel), obtém-se

—324 +1og 4.9 + 0.5log5 — logl|f, — ¢fil
log ¢
Mesmo que |f, — ¢f;| seja relativamente grande, da ordem de 106, por exemplo, tem-se

n>1

= n > 1546.356 + 4.785log|f, — ¢fi|

nesse caso que n > 1575, o que é irrelevante quando se quer trabalhar com n relativamente
grande, como 10000. Assim, a férmula (7) permite uma excelente aproximacgao no calculo dos
termos de uma sequéncia de Fibonacci. Para valores pequenos de n, devido a presenga de multi-
plicacbes, divisbes, potenciagdes e presenca de numeros irracionais na formula, € menos traba-

Ihoso computacionalmente fazer um calculo recursivo.

5 Conclusoes

Inicialmente, foi apresentado o problema que deu origem a sequéncia de Fibonacci
(1,1,2,3,5,..). Em seguida, foram introduzidos conceitos basicos de Algebra Linear como espa-
¢o vetorial, dependéncia linear, base e dimenséo, e foram definidas sequéncias de Fibonacci ge-
rais, sequéncias que obedecem a lei de recorréncia f,, = f,_1 + fn_2, n = 3. Com os conceitos
apresentados na secao 2, foi possivel demonstrar que o conjunto F das sequéncias de Fibonacci
forma um espaco vetorial de dimensao 2. Com isso, foi obtida, com auxilio de progressdes geo-
métricas, uma base cujos termos gerais sao fungdes apenas da posi¢cao. Mostrou-se que tal base
tem relac&o direta com o numero de ouro e, assim, obteve-se uma férmula fechada para o termo
geral de uma sequéncia de Fibonacci. A seguir, foi feita uma andlise numérica de uma versao
aproximada da férmula, observando-se que tal permite calcular os termos de uma sequéncia de

Fibonacci com excelente aproximagao.
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