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Resumo

Neste trabalho, estudamos a existéncia de solugoes para equacdes inte-
grais de Volterra em escalas temporais. Utilizando o Teorema do Ponto
Fixo de Schéfer, estabelecemos um resultado de existéncia de solugdes
para equagdes integrais de Volterra em escalas temporais. O resultado
obtido aqui se soma aos resultados considerados na literatura.
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Abstract

In this work, we study the existence of solutions for Volterra integral equa-
tions on time scales. Using the Schafer’'s Fixed Point Theorem, we have
established a result of the existence of solutions for Volterra integral equa-
tions on time scales. The result obtained here joins the results considered
in the literature.

1 Introducao

A teoria de escalas temporais foi introduzida por Hilger (1988) em sua tese para unificar

o calculo de diferenca e o calculo diferencial. Dessa forma, as equagdes dinamicas em escalas

temporais unificam o estudo das equacodes diferenciais ordinarias e das equacoes de diferencas.

Desde a introducao do calculo em escalas temporais por Hilger (1988), uma vasta literatura tem sido

produzida na teoria de escalas temporais. Assim, equagdes dinamicas em escalas temporais foram

estudadas, por exemplo, em Bohner e Peterson (2001), Bohner e Peterson (2003) e Santos (2015).

Ja as inclusées dinamicas em escalas temporais, uma generalizacao das equacoes dinamicas em

escalas temporais, foram abordadas, por exemplo, em Atici e Biles (2004), Frigon e Gilbert (2011) e

Santos e Silva (2013). Quanto ao estudo de equagodes integrais de Volterra em escalas temporais,
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objeto do presente trabalho, este pode ser encontrado em Karpuz (2014), Messina e Vecchio (2015),
Messina et al. (2015), Santos (2015) e Kulik e Tisdell (2008). A existéncia e unicidade de solucdes
para equacoes integrais de Volterra generalizadas em escalas temporais é estudada em Karpuz
(2014). Ja a estabilidade de solugdes para equagoes integrais de Volterra em escalas temporais €
estudada por Messina e Vecchio (2015) e por Messina et al. (2015). Por sua vez, Santos (2015)
estuda propriedades de solugdes para equagdes integrais de Volterra em escalas temporais. Por fim,
em Kulik e Tisdell (2008) sao introduzidas a teoria qualitativa basica e a teoria quantitativa basica de

equacles integrais de Volterra em escalas temporais.

Aqui, nés estudamos a seguinte classe de equacgdes integrais de Volterra em escalas tempo-

rais
x(t) = f(t) —i—/ k(t,s,x(o(s)))As, telp:=INT (1)
[a‘vt)']l'

onde: z : IT — R™ é a fungao incégnita; T € uma escala temporal, isto €, um subconjunto fechado
e nao-vazio de numeros reais; k : It x It x R™ — R" e f : It — R" sao fungdes dadas; o € uma

funcao definida na préxima secao; e I € um determinado subintervalo de R.

Motivados por Kulik e Tisdell (2008), nés estabelecemos um resultado de existéncia de
solugdes para a Eq. (1). Mais especificamente, ndés obtemos um analogo do Teorema 5.7 dado
por Kulik e Tisdell (2008) para a Eq. (1).

2 Preliminares

Nessa se¢ao consideramos conceitos e resultados basicos utilizados no desenvolvimento do

presente trabalho.
2.1 Escalas Temporais

Definimos a fungao o : T — T como
o(t)=inf{s e T:s >t}

eafuncdop: T — T como

p(t) =sup{s € T:s < t}.

Estamos supondo que inf () = sup T e sup () = inf T.
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Seja i1 : T — [0, +00) dada por
u(t) = o(t) —t.
Defina também T* como T% = T \ (p(sup T),sup T]r se supT < co e T* = T se sup T = oc.

Considere uma fungao f : T — R e t € T". Se existe £ € R tal que, para todo £ > 0 existe
0 > 0 de modo que

| (o) = f(s) =&(o(t) —s) [ < efa(t) = 5|

paratodo s € (t — §,t + &) N'T, diz-se que ¢ é a derivada delta de f em ¢ e denota-se & = f2(t).

Dada uma funcao f : T — R™ e ¢t € T*, diz-se que f é A-diferenciavel em t se cada fungao

coordenada f; : T — R for A-diferenciavel em ¢. Neste caso f2(t) = (f2(t), ..., f2(1)).

A seguir enunciamos alguns resultados basicos do calculo em escalas temporais. O Teorema
2.1 enunciado abaixo pode ser obtido facilmente do Teorema 1.16 dado em Bohner e Peterson
(2001).

Teorema 2.1. Considere uma fungéo f : T — R™ et € T*. Entdo, valem as seguintes propriedades:

(i) Se f é A-diferenciavel emt, entao f é continua emt.

(i) Se f é continuaemt e o(t) > t, entdao f € A-diferenciavel emt. Alem disso,

(i) Se o(t) =t, entdo f € A-diferenciavel emt se, e somente se, o limite

L L0~ F)

s Tt t—s
existe como um elemento de R". Neste caso,

fA(t) — lim f(t) — f(S) )

s Tt t—s
(iv) Se f é A-diferenciavel emt, entdo
F(o(t) = f(t) + u(t) f2(2).
Definicdo 2.2. Sgja f: T — R™. Se F2(t) = f(t), definimos a integral delta como

/ f(s)As = F(t) — F(a).
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Denotaremos por C,4(T;RR™) o conjunto de todas as fungdes f : T — R” rd-continuas.
Definicao 2.3. Uma fungdo f : T — R™ é rd-continua se f € continua em cada pontot € T tal que
o(t) =t elim,_,,- f(s) existe e é finito em cada ponto t € T tal que p(t) = t.

Como podemos ver em Bohner e Peterson (2001), cada fungao rd-continua é delta-integravel.

2.2 Funcao Exponencial

Definimos o conjunto das fungdes regressivas, R, por
R:={p € Cry(T;R) : 1 + u(t)p(t) # 0,Vt € T}.

Se p € R, a Unica solucdo para o problema de valor inicial

2 =pt)z, xz(a) =1,

é dada pela funcédo exponencial e,(t, a) na escala temporal T, onde

cottia) =esp (| e o)

com &p(2) = M seh#0e&,(z) =zseh=0,elog é afuncdo logaritmica principal.
2.3 Equicontinuidade

Definicao 2.4. Seja E uma colegao de fungbes f : T — R"™. Diz-se que E é equicontinuo se para

todo € > 0 existe § > 0 tal que
1f(t) = f(s)]l <e

paratoda f € E e paracadat,s € T satisfazendo |t — s |< 6.

Abaixo enunciamos o Teorema de Arzela-Ascoli, que pode ser encontrado em Rudin (1987).

Teorema 2.5. Considere um conjunto compacto K e uma colegcdo E de fungbes f : K — R".
Suponha que E seja equicontinuo e limitado na norma do supremo. Entao toda sequéncia de E

possui subsequéncia que converge uniformemente em K.

O Teorema do Ponto Fixo de Schafer se encontra enunciado abaixo e pode ser encontrado
em Kulik e Tisdell (2008).
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Teorema 2.6. Seja X um espaco de Banach e seja F' : X — X compacta. Suponha que o conjunto
I'={z € X :2=\F(z) paraalgum\ € [0,1)}

seja limitado. Entao F tem pelo menos um ponto fixo.

3 Resultados Principais

O resultado de existéncia de solugdes obtido aqui para a Eq. (1), € afirmado no Teorema 3.3.

Seja C([a,b]r,R™) 0 conjunto de todas as fung¢des continuas com dominio [a,b]r e contra-

dominio R™.

Considere uma constante g > 0. Defina a métrica dg : C([a, b]T,R") x C([a, b]T,R™) — [0, 00)
como

() - y(0)|
dolo,y) = sup 12D VOl
sloy) = s = )

easnormas | - [s, | - llo : C([a, b, R") — [0, 00) por

=@

tefablr €8(t @)

lzlls =
zllo = sup [lz(t)].
te[a,b]']r
O Lema abaixo pode ser encontrado em Kulik e Tisdell (2008).

Lema 3.1. Se 8 > 0 é uma constante, entao:

1. dg € uma métrica;
2. (C([a,b]T,R™),dg) & um espago métrico completo;
3. ||z||s € uma norma e é equivalente & norma do supremo ||z||o;

4. (C([a,blT,R™),| - ||3) € um espago de Banach.
A seguir consideramos as hipéteses H1 e H2 para uma fungao & : [a, b]t X [a, by x R™ — R™.

H1 Existe uma constante C > 0 satisfazendo
”k(thsap) - k(t27sap)H < C ’ t1 — 12 ‘ .

para quaisquer (t1,t2) € [a,b]t X [a, b]T, s € [a,b]T € p € R™.
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H2 Existam constantes L > 0 e N > 0 tais que
1E(t, s, p)|| < Lllpll + N
para quaisquer (t, s) € [a, bl X [a,blT € p € R™.

Lema 3.2. Considere o espago normado (C([a, b]T;R™),||-|l0) € seja F : C([a,b]T; R™) — C([a, b]T; R™)

a func&o definida por

[Fz](t) = f(t) +/ k(t,s,z(o(s))As, t€ Ja,b]r. (2)

Sejam k : [a,b]t X [a,b]r x R™ — R™ e f : [a, bl — R™ fungbes continuas. Se k satisfaz as hipoteses

H1 e H2, entao I é compacta.

Demonstragcédo. Sejam z € C([a, b|;R™) e {z;} C C([a, b]T; R™) tais que ||z; — z||o — 0. Para cada i,

seja t; € [a,b]T tal que

[P~ Falo = [ (kttos. (o) = bt 7(o(5) ) As].

Logo, existe uma subsequéncia de {t¢;}, ndo reindexamos, tal que ¢; — t, para algum t € [a,b]r.

Assim,

< [ ||E(ti, s, 25(0(s))) — k(ti, 5, 3(0(5)))]| As

e do Teorema da Convergéncia Dominada, considerado por exemplo em Rudin (1987), concluimos

que ||Fz; — Fz||o — 0. Logo, F' € continua.

A seguir verificamos que F' leva conjuntos limitados em conjuntos relativamente compactos.
Para isso, usaremos o Teorema de Arzela-Ascoli. Assim, dada a sequéncia {z;} com |jz;|lo < 7,
mostremos que a sequéncia v; := F(z;) € limitada e equicontinua.

Seja

M = sup{[|k(t, s, )| : (¢, 5) € [a, bl x [a, ]z, [|]p]| < 7} < oo
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Temos

[villo = sup  [[vi(2)]]
tE[a,bh‘
t
< sup [[f()l[+ sup [ |Ik(t; s, zi(o(s))[|As

tela,blr telablr Ja

< sup [[f()] + (b—a)M
tG[a,bh-

e assim {v;} € limitada.

Se t1,t2 € [a,b]T € t1 < to SEQUEe que

llvi(t1) — vi(t2)]]
< || f(t1) — f(t2)]
s [kt aio () — ktas, o) as+ [ ks, ilo(s)]as

t1

< |\ f(t1) = f(t)l| + C(b—a) | tr —to | +(Lllzilo+ N) | t1 — to |

<|If(t1) = ft2)| + Clb—a) | ti —to | +(Lr + N) | t1 —t2 | .
De modo analogo, se t; > t, temos que

[vi(t1) — vi(ta)]|
< | f(t) =t + Cb—a) | t1 —to | +(Lll@llo + N) | t1 —t2 |

<|ft) = ft)| + Cb—a) [ tr —ta | +(Lr+ N) [ t1 —t2 |

e como f é uniformemente continua concluimos que {v;} € equicontinua. O Lema segue agora do

Teorema de Arzela-Ascoli. O

Teorema 3.3. Considere a equagéo integral dada na Eq. (1) com It := [a,blr. Sejam k : It x It X
R™ — R™ e f : It — R™ fungdes continuas. Suponha que a funcado k satisfaz as hipoteses H1 e H2.

Suponha também que e (b,a) < 2 e L||ullo < 1. Entdo a Eq. (1) tem pelo menos uma solugao.

Demonstragdo. Para a obtengao de pelo menos uma solugao para a Eq. (1), usaremos o Teorema
do Ponto Fixo de Schafer. Para isso, considere o espaco normado (C([a, blr; R™), || - ||z) e a familia
de equagoes

r=MFz, Xe]|0,1) (3)

onde F : C([a,b]t; R") — C([a, b]r; R™) é definida na Eq. (2). Como || - || e || - |o s&o equivalentes,

do Lema 3.2 temos que F' é compacta.
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Seja A € [0,1) tal que = € C([a, b]T; R™) € uma solugao da Eq. (3). Temos que

[zl = IMFzl|z

t
<t s —as [kt a(o(9)As

tG[a,b]vﬂ- L

< Ifll+ sup (1) | @lato)]+¥)as

te[a,b]ﬂ‘ eL

= su ; te oS QM S —a
L I RGO As+ N(t )

tefab]r €L er(o(s),a)
1 t N(t—a)
<|Ifllr + sup /Le o(s),a)||z||tAs+ sup ——=
171l telably €L @) Jo so(eha)llelle telably €L(l;a)

t
=|fllr + sup /Laf 1+ u(s)Lier(s,a)As+ N(b—a
I+ s s | el 1+ () Eess, 85 + NG @

1 t
<l + sup — / Llello[1 + ulloL]er(s.a)As + N(b — a)
t€a,blT eL(tv CL) a

= + — 14 ||ploL t,a)— 1)+ N(b—
I+ smp s [+ o] folaen ) = 1) + NGO - a)

= Ifllz + [1+ lullo L} 2l (1 ~ )+ N(b—a)

1
eL(ba a)

< Ifllz + 2lfl (1 - )+ N(b—a)

L
er(b,a)

e entao

er(b,a) [ fll + N(b - a)]
2 —er(b,a)

]|z <

Assim, do Teorema do Ponto Fixo de Schéfer concluimos que F tem pelo menos um ponto fixo.

Portanto a Eq. (1) tem pelo menos uma solugao. O

4 Conclusoes

O presente artigo contribui para a teoria de escalas temporais. Mais especificamente, o
artigo estabelece um resultado de existéncia de solucdes para equacdes integrais de Volterra em
escalas temporais. Assim, usando o Teorema do Ponto Fixo de Schéfer, a existéncia de solugdes
para equacgdes integrais de Volterra em escalas temporais € estabelecida. O resultado obtido aqui
se soma a literatura de existéncia de solugdes para equagdes integrais de Volterra em escalas tem-

porais.
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