Simulacao numérica de um escoamento incompressivel em uma cavidade quadrada

utilizando o Método do Passo Fracionado e o Método da Penalidade

Numerical simulation of an incompressible flow in a square cavity using the Fractional Step

Method and the Penalty Method

Evanildo Franco de Jesus

Universidade Federal do Pampa (UNIPAMPA), Campus Bagé, RS, Brasil

evanildofj@yahoo.com.br

Francieli Aparecida Vaz

Universidade Federal do Pampa (UNIPAMPA), Campus Bagé, RS, Brasil

francieli.vaz@unipampa.edu.br

Informagodes do Artigo

Historico do Artigo

Submissao: 2 de margo de 2018.

Aceite: 3 de maio de 2018.

Palavras-chave

Equagoes de Navier-Stokes
Método das Diferengas Finitas
Método do Passo Fracionado
Método da Penalidade
Simulagao Numérica

Resumo

A simulagdo numérica é amplamente utilizada na area de dinamica dos
fluidos, pois por meio do emprego de métodos numéricos pode-se ana-
lisar o comportamento de diferentes tipos de escoamentos de fluidos.
Neste trabalho realizou-se a simulagdo numérica de um escoamento in-
compressivel utilizando as equagdes de Navier-Stokes aplicadas para o
escoamento de um fluido no interior de uma cavidade quadrada. Para
a discretizacdo dessas equacoes usou-se o método das Diferencas Fini-
tas e para tratar o acoplamento da velocidade e pressao presentes nas
equacdes de Navier-Stokes foram aplicados dois métodos: o método do
Passo Fracionado e o método da Penalidade, facilitando assim a resolucéao
dessas equacgdes. Fazendo uso de um cédigo escrito em linguagem
C++ foram realizadas simulagoes de escoamentos bidimensionais para o
numero de Reynolds 100, 400 e 1.000. Os resultados numéricos deste tra-
balho foram comparados com os resultados de referéncia disponiveis na
literatura. O método do Passo Fracionado foi o método que gerou resul-
tados mais satisfatorios quando comparado com o método da Penalidade,
baseado nos resultados de referéncia.
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Abstract

The numeric simulation is widely used in the fluid dynamics area, because
through the use of numeric methods the behavior of different types of fluid
flows can be analyzed. In this work the numeric simulation of an incom-
pressible flow was accomplished using Navier-Stokes equations applied
for the fluid flow inside square cavity. For discretization of these equations
was used the Finite Difference method and to treat the coupling of the ve-
locity and pressure present in the Navier-Stokes equations two methods
were applied: the Fractional Step method and the Penalty method, thus
the resolution of these equations is more easily obtained. Through a code
written in C++ language, two-dimensional flow simulations were performed
for the Reynolds number 100, 400 and 1.000. The numerical results of
this work were compared with the reference results available in the litera-
ture. The Fractional Step was the method that generated more satisfactory
results when compared to the Penalty method, based on the reference re-
sults.
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1 Introducao

InGmeros sao os avangos dos estudos realizados na mecanica dos fluidos, ciéncia que se
dedica a estudar os fluidos (substancias que se encontram no estado liquido ou gasoso) em re-
pouso ou em movimento. Os fluidos estao em todas as partes da natureza como o ar, a agua, o
sangue que circula nas veias e artérias no corpo humano (FORTUNA, 2000). Entender mais sobre
esses escoamentos sempre foi um desafio para matematicos, fisicos e engenheiros, pois é funda-
mental para o aperfeicoamento de seus projetos relacionados com escoamentos de fluidos. Varias
equacles foram criadas para tentar descrever o comportamento dos escoamentos de fluidos, entre

essas as equacoes de Navier Stokes (ENS).

As equacoes de Navier-Stokes (ENS) sao algumas das equagdes mais conhecidas e funda-
mentais na area da mecanica dos fluidos. Foram elaboradas por Louis Marie Henri Navier (1785-
1836) engenheiro francés e pelo matematico inglés George Gabriel Stokes (1819-1903), entre suas
finalidades ela € utilizada para descrever e analisar o comportamento de escoamentos de fluidos em
varios meios. Desde sua criacao as ENS proporcionaram um grande avanco tecnolégico em areas
como engenharia mecanica, naval, automobilistica, industriais, entre outras, pois sao utilizadas para
desenvolver projetos que precisam estudar e melhorar a aerodinamica de corpos para diminuir o
atrito desses com o vento, como carros e avides, em projetos de usinas hidrelétricas, nos estu-
dos de fluxos sanguineos, equipamentos médicos, estudo da dispersao de poluentes na atmosfera

(SOUZA, 2013), enfim tudo que esta relacionado e envolva fluxos de fluidos.

As ENS sao classificadas como equagdes diferencias parciais (EDP) nao lineares que pos-
sibilitam determinar campos de velocidade e pressdo em problemas de escoamentos de fluidos
(CENGEL; CIMBALA, 2007). Sao equagoes complexas e quando se trabalha com elas normalmente
€ realizado uma série de simplificagoes para diminuir o grau de dificuldade e facilitar os calculos. Ge-
ralmente uma das primeiras medidas tomadas é considerar o fluido incompressivel, tornando viavel

a obtencao de uma solugao para o problema.

Os termos que compde as ENS sao formados por diferentes grandezas como, velocidade,
pressao, densidade, viscosidade, entre outros que se nao “tratados” podem causar mais tempo
de execucao em uma simulacdo numérica e outras complicacées. Por exemplo, como forma de
contornar esse problema, alguns pesquisadores como Buk Junior (2007) e Souza (2013) em seus
trabalhos costumam adimensionalizar essas equagoes; esse recurso proporciona como vantagem

a economia de tempo e recursos computacionais. Quando esse recurso € adotado, pode-se tra-
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balhar com o escoamento laminar e turbulento usando nimeros adimensionais, como o nimero de

Reynolds.

Depois de realizar as devidas simplificacoes é necessario escolher um método numérico para
discretizar as ENS. Dentre os varios métodos existentes, os mais usados sao: o Método dos Ele-
mentos Finitos (MEF), Método dos Volumes Finitos (MVF) e o Método das Diferencas Finitas (MDF).
Com o método numérico adequado é possivel substituir as derivadas existentes nas equacoes dife-
renciais por expressdes algébricas, facilitando a resolucdo das ENS numericamente. E necessario
também discretizar a regiao do problema (conhecida também como dominio) onde se quer obter a
solucado (FORTUNA, 2000), para isso escolhe-se alguns pontos no dominio e aplica-se para cada

um desses as ENS discretizadas possibilitando a resolugao computacional dessas equacgoes.

Entre as técnicas de solugdes criadas para resolver problemas sobre fluidos, a técnica numéri-
ca é a mais eficiente em relagao ao tempo e ao custo, pois permite uma analise detalhada da regiao
estudada. Atualmente é comum utilizar computadores para resolver problemas de escoamentos em

que é dificil obter uma solugao analitica ou experimental.

A area que utiliza computadores e métodos numéricos para resolugdes desses problemas é
conhecida como Dinamica dos Fluidos Computacional (DFC). Constroem-se algoritmos para simular
essas e outras equacgoes para casos apresentando desde as geometrias mais simples até as mais
complexas. Geralmente é necessario ter um conhecimento dos aspectos fisicos do problema, para

saber qual metodologia que se deva adotar (FORTUNA, 2000).

Com o objetivo de simular as equacdes de Navier-Stokes, testar e validar novos algorit-
mos numeéricos, encontra-se disponivel na literatura varios autores que utilizam o caso da cavi-
dade quadrada com a intengao de analisar os resultados obtidos das simulagdes numéricas reali-
zadas. O problema da cavidade quadrada com tampa moével é considerado um classico teste na
solugao numérica das ENS, permitindo realizar comparagoes qualitativas e quantitativas entre diver-
sos métodos numéricos (PEREZ GUERREIRO et al., 1999).

Barros et al. (1999), como também Mendes (2007), utilizam o caso da cavidade quadrada
para comparar e analisar métodos de desacoplamento entre pressao-velocidade presente nas equacgoes
de Navier-Stokes, empregando o método dos Volumes Finitos para discretizagao dessas. Para o
mesmo caso Ghia et al. (1982) utilizam o método Multigrid para estudar o comportamento do esco-

amento para numeros altos de Reynolds.
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Neste trabalho realiza-se a simulagao numérica das equacdes de Navier-Stokes conside-
rando um escoamento incompressivel, laminar e bidimensional no interior de uma cavidade qua-
drada com tampa mével. O método das Diferencgas Finitas é utilizado na discretizagdo das ENS e
para resolver o acoplamento da pressao e velocidade emprega-se dois métodos separadamente,
método do Passo Fracionado e o método da Penalidade e posteriormente é realizada uma compara-
¢ao entre esses. Os resultados numéricos deste trabalho sdo comparados com o trabalho de Ghia

et al. (1982) que é amplamente utilizado para fins de comparagao.

2 Modelo Matematico

A equagao da continuidade 1 juntamente com as equagdes de Navier-Stokes 2 sao utilizadas
para a simulagdo do escoamento em uma cavidade quadrada. Por meio dessas é possivel conhecer

0 campo de velocidade e/ou pressao.

Considerando um fluido newtoniano e incompressivel estas equag¢des na forma adimensio-

nalizada apresentam a seguinte forma:

—

V-V=0 (1)
- — _VP+ —V? 2
8t+v<vv) VP4 o V¥ 2)
onde V é a velocidade do escoamento, P é a pressao e Re € o numero de Reynolds usado para

determinar se o escoamento é laminar, transiente ou turbulento.

A Equacdo 1 garante a conservagdo da massa, ou seja, esta nao apresenta alteragdes du-
rante o escoamento. Pela Equacdo 2 tem-se uma relacao estabelecida entre aceleracao, pressao e
forgas que o fluido sofre durante o seu fluxo, permitindo assim determinar o campo de velocidade

e/ou pressao.

Uma das dificuldades para resolver numericamente as equacgdes de Navier-Stokes e da con-
tinuidade é a condigao de incompressibilidade, cujo campo de velocidades deve ter divergéncia nula.
Logo, a pressao passa a ser uma variavel ndo relacionada a qualquer equagao constitutiva; como
consequéncia existe um acoplamento desconhecido entre pressao e velocidade que impede que as

duas variaveis possam ser aproximadas independentemente (BUK JUNIOR, 2007).

Para tratar da pressao e velocidade surgem diversos métodos; a seguir apresentam-se dois
métodos utilizados neste trabalho, 0 método do Passo Fracionado e o0 método da Penalidade. Para

a aproximacao numérica das derivadas o método adotado € o das Diferencas Finitas.
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2.1 Método do Passo Fracionado

Considere a equacao de Navier-Stokes adimensionalisada e discretizada no tempo:

‘_/'n—&—l _ Vn
At

L

7o (V2V) &)

= -VP" —V(VV)" +

Esse método consiste em dividir a Equacao 3 em duas, conforme a seguir:

Vv —yn I | o

= Vv E(vzv ) (4)
vn—&-l o ‘_/'* .
% =VP 1 (5)

Ao efetuar esse processo surge uma variavel (VV*) denominada de variavel intermediéria.

Para obter a equacédo de Poisson 6, aplica-se o operador divergente (ﬁ-) na Equacado 5 e

considera-se o V - V! = 0.
1

Atﬁ LV (6)

(ﬁ . ﬁ)Pn—i—l _

A Equacao 4 é denominada como equacgao de Burguer e € obtida quando desconsidera-

se o termo da pressao na ENS. A Equacao 4 possibilita encontrar num primeiro passo um campo
de velocidade intermediario que é utilizado para calcular-se o0 campo de pressao pela equacao de

Poisson 6. Ao final, tem-se o campo de velocidade do escoamento.

2.2 Método da Penalidade

Com o mesmo objetivo do método anterior, 0 método da Penalidade foi aplicado nas ENS.
Esse método utiliza um mecanismo que possibilita 0 desacoplamento pressao e velocidade através
de uma formulagao que permite tratar um problema incompressivel por meio de uma aproximagao
levemente compressivel. Esse método € amplamente utilizado junto ao método de Elementos Finitos
por pesquisadores como Buk Junior (2007), Paskin (2016) e Souza (2013), porém nosso objetivo €

usa-lo com o método das Diferengas Finitas.

A formulagao penalizada é obtida estabelecendo uma relagao entre a pressao e os campos

de velocidades, tal que:

P:—A(ﬁ?) (7)
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onde \ € o parametro de penalizacao e pode ser expresso como A = cu. Hughes et al. (1979) consi-
deram o parametro ¢ uma constante que esta relacionada com o tamanho de palavra do computador

utilizado. Esse valor pode variar de acordo com cada caso estudado.

Para que a pressao permaneca finita o divergente do campo de velocidades deve tender a
zero quando ) tende ao infinito. Para isso o parametro \ deve ser grande 0 necessario para que a

compressibilidade introduzida seja minima (PASKIN, 2016).

Substituindo a Equagao 7 na Equacgao 2 obtém-se:

—

%Z =V (V) + 2V (V7 + 1 g2y (8)

Apés efetuado todo esse processo, obtém-se uma equagao somente em relagao aos campos

de velocidades.

3 Estudo Numeérico da Cavidade Quadrada

A cavidade quadrada foi escolhida por apresentar uma geometria simples em que é facil
definir as condi¢des de contorno, implementar e testar algoritmos numéricos, analisar os campos de

pressao e velocidades, como também as caracteristicas do escoamento em seu interior.

Na Figura 1 estdo definidas a geometria da cavidade quadrada e as condigdes de contorno.
As partes laterais e inferior sdo paredes fixas; na parte superior tem-se uma tampa movel e o in-
terior da cavidade esta ocupado com um fluido. As condi¢cdes de contorno utilizadas sao as de
Dirichlet, que definem a solugao da variavel na fronteira (ZILL; CULLEN, 2001). Como mencionado

anteriormente, a simulagao sera para o caso bidimensional considerando V = (u,v).

Inicialmente o fluido esta em repouso no interior da cavidade, saindo dessa condigao quando
a tampa movél recebe uma velocidade maxima e constante « = 1. No momento em que a tampa
€ deslocada, seu movimento acaba puxando o fluido adjacente a ela, devido as tensdes viscosas

presentes, o que acaba originando o escoamento do fluido (FORTUNA, 2000).

Para simular o escoamento na cavidade quadrada utilizou-se o método das Diferencas Finitas
juntamente com o método do Passo Fracionado e o método da Penalidade. O método das Diferengas
Finitas foi aplicado para discretizar as equacdes de Navier-Stokes, no qual foi possivel substituir

as derivadas presentes nessas equacgdes por aproximacoes de diferencas finitas. Para os termos
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transientes presentes nas ENS usou-se aproximagdes progressivas e para os termos convectivos e

difusivos, aproximagdes centrais.

Para os casos simulados considerou-se o numero de Reynolds igual 100, 400 e 1.000, e
uma malha 81 x 81 quadrangular e uniforme. Os resultados numéricos das velocidades u e v
sao comparados com os resultados numéricos encontrados no trabalho de Ghia et al. (1982), que
também simulam o caso da cavidade quadrada para numeros de Reynolds variando de 100 até

1.000, utilizando uma malha uniforme 129 x 129.

O algoritmo utilizado para simulagdo numérica foi escrito e desenvolvido em linguagem C++
no ambiente de desenvolvimento integrado e livre Dev C++ e para fazer a analise grafica dos resul-

tados utilizou-se o Scilab versao 5.5.2.

Figura 1 — Geometria e condigdes de contorno da cavidade quadrada.
¥y

u=1v=0

>

I-1 u=0,v=0 u=0,v=0

AVANA AN
NN SN

Fonte: Adaptado de Barros et al. (1999, p. 6).

3.1 Resultados Numéricos

Foram analisados os perfis das velocidades u e v em relagcdo ao eixo central da cavidade nas
posicdes horizontal e vertical. Nas Figura 2 e Figura 3 sdo apresentados os perfis de velocidade «
emz = 0.5L evemy = 0.5L para Reynolds 100. Observando os graficos nota-se que os resultados
numéricos com o método do Passo Fracionado se aproximaram mais dos resultados da referéncia

de Ghia et al. (1982) quando comparado com o método da Penalidade.
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Figura 2 — Perfil da velocidade u para Re = 100.
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Fonte: Elaboracao dos autores.
Figura 3 — Perfil da velocidade v para Re = 100.
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Fonte: Elaboracéao dos autores.
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Nas Figura 4 e Figura 5 os perfis de w em =z = 0.5L e v em y = 0.5L foram avaliados para
Reynolds 400. O método do Passo Fracionado apresentou resultados em concordancia com os da
referéncia. Nota-se que a medida que o nimero de Reynolds aumenta, o método da Penalidade
comega a apresentar aproximagoes afastadas da referéncia. Um dos motivos para este comporta-
mento esta relacionado ao tamanho da malha; se essa for refinada, a diferenga entre os resultados

dos métodos diminuem, como sera analisado mais adiante.

Para valores baixos de Reynolds como 100 e 400 os termos difusivos e advectivos presentes
nas equacgoes de Navier-Stokes nao sao tao significativos; esses comegam a ser expressivos para
valores maiores, como Reynolds 1.000, influenciando nas caracteristicas do escoamento do fluido

no interior da cavidade, pois os campos de velocidades e pressao sofrem variagdes relevantes.

As Figura 6 e Figura 7 mostram os perfis das velocidade « € v em relagdo aos eixos hori-
zontal e vertical da cavidade para Reynolds 1.000. O método do Passo Fracionado ainda continua
apresentando boa concordancia com os da referéncia, ao contrario do método da Penalidade que
se afasta dos resultados de referéncia; mas cabe ressaltar que a malha utilizada nesse trabalho é
menor que a malha utilizada pela referéncia. Também é necessario destacar que para Reynolds
1.000 o escoamento ja apresenta velocidades maiores que os casos anteriores. Para esse numero
a pressao provoca grandes alteragdes nas caracteristicas do escoamento, o que faz com que o
método da Penalidade apresente um comportamento instavel na medida em que aumenta o nimero

de Reynolds.

A fim de analisar e avaliar o comportamento do método da Penalidade para uma malha
mais refinada, foi simulado o caso da cavidade para Reynolds 100, 400 e 1.000 com uma malha
201 x 201. Nas Figura 8, Figura 9 e Figura 10, apresenta-se apenas o perfil da velocidade u em
x = 0.5L com a finalidade de comparar o método da Penalidade para diferentes malhas. Pode-
se observar que quando se refina a malha obtém-se resultados mais precisos. Esse resultado
sugere que, para obter resultados melhores a malha deveria ser mais refinada, porém limitagdes

computacionais impediram testes nesse sentido.

Para todas as simulagdes foi adotado At = 107> e o critério de parada considera a variagao
relativa de uma passo para o outro menor que 10~%. Apesar das caracteristicas geométricas da cavi-
dade serem simples, o escoamento do fluido em seu interior apresentou movimentos recirculatérios

que podem ser considerados complexos a medida em que aumentou-se o nimero de Reynolds.
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Figura 4 — Perfil da velocidade u para Re = 400.
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Fonte: Elaboracao dos autores.
Figura 5 — Perfil da velocidade v para Re = 400.
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Fonte: Elaboracéao dos autores.
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Figura 6 — Perfil da velocidade u para Re = 1.000.
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Fonte: Elaboracao dos autores.

Figura 7 — Perfil da velocidade v para Re = 1.000.
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Fonte: Elaboracéao dos autores.

REMAT, Bento Gongalves, RS, Brasil, v. 4, n. 1, p. 200-214, agosto de 2018.



Simulagao numérica de um escoamento incompressivel em uma cavidade quadrada 211

Figura 8 — Perfil da velocidade u para Reynolds 100 com diferentes malhas para o método da Penalidade.

1
0.8+
0.6+
>
0.4 -
0.27 o o o Penalidade 81 » 81
Penalidade 201 x 201
: o o o Ghia et al. (1982)
0 T l.‘ T T T T

-04 -0.2 0 0.2 04 0.6 0.8 1
u

Fonte: Elaboragao dos autores.

Figura 9 — Perfil da velocidade u para Reynolds 400 com diferentes malhas para o método da Penalidade.
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Figura 10 — Perfil da velocidade « para Reynolds 1.000 com diferentes malhas para o método da

Penalidade.
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Fonte: Elaboragao dos autores.

Nas Tabela 1 e Tabela 2 sao apresentados os valores da raiz do quadrado médio do erro,
também denominado desvio padrao dos residuos, calculados a partir dos resultados numéricos
obtidos pelo método do Passo Fracionado e o método da Penalidade comparados com os dados de

referéncia para as velocidades u e v nas posicoes centrais ao eixo da cavidade.

Assim como ja mencionado nos comentarios das figuras anteriores, os valores das Tabela 1 e
Tabela 2 confirmam que a solugdao numérica obtida através do método do Passo Fracionado é a que
se aproxima mais dos resultados de referéncia. Outra observacao € a comparacao entre diferentes
valores de Reynolds, o0 modelo que mais se aproxima do ideal € com Reynolds 100, com o aumento
do numero de Reynolds ambos os métodos comegam a ficar mais instaveis, devido ao aumento da

velocidade e os efeitos de recirculacdes presentes no escoamento.

Tabela 1 — Analise do desvio padrao dos residuos para velocidade u no eixo central da cavidade.
Reynolds Passo Fracionado Penalidade

100 0,02229 0,02940
400 0,03174 0,15335
1000 0,04205 0,10441

Fonte: Elaboracao dos autores.
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Tabela 2 — Analise do desvio padrédo dos residuos para velocidade v no eixo central da cavidade.
Reynolds Passo Fracionado Penalidade

100 0,01134 0,01863
400 0,01516 0,07938
1000 0,02792 0,13930

Fonte: Elaboracao dos autores.

4 Conclusao

A elaboracao e comparagao de métodos de desacoplamento da pressao e velocidade em
relacao as equagoes de Navier-Stokes € muito comum, principalmente pelo fato dessas equacoes
serem essenciais para diversos estudos em inumeras areas. O método do Passo Fracionado ja
€ um método muito conhecido e utilizado em diversos trabalhos devido sua eficiéncia e precisao
nos resultados gerados, ja 0 método da Penalidade ndo é tao conhecido e utilizado devido a sua
formulagao ser um pouco complexa, o que acaba influenciando nos resultados. Esse método tem
alguns parametros com valores que ainda nao estao precisamente bem definidos e que provocam

instabilidade nos resultados como foram constatados neste trabalho.

Os resultados numéricos obtidos para o caso da cavidade quadrada com o método do Passo
Fracionado foram satisfatérios quando comparado com os resultados numéricos da referéncia utili-
zada, diferente do método da Penalidade que se mostrou menos eficaz. Para malhas mais refinadas
o método da Penalidade gerou solugoes melhores que se aproximaram das solugdes numéricas
obtidas com a do método do Passo Fracionado, mas ainda assim a diferenca dos resultados entre
eles é significativa. Espera-se que com novos testes e estudos consiga-se aperfeicoar e ajustar os

parametros desse método e assim obter resultados melhores.
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