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Resumo

Neste trabalho, abordaremos algumas conexdes existentes entre as teo-
rias dos grupos finitos e grafos. Na primeira se¢do, faremos uma breve
introducéo ao conceito de quadrados latinos e quasigrupos finitos, estru-
tura matematica que generaliza a estrutura de grupos. Na segunda secao,
exibiremos um critério para que um quadrado latino seja a tabela de um
grupo. Na ultima parte do trabalho, estudaremos resultados envolvendo
grafos, sendo alguns destes obtidos pelos autores.
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Abstract

In this work we will discuss some connections between finite group and
graph theories. In the first section we will make a brief introduction to the
concept of Latin squares and finite quasigroups, mathematical structure
that generalizes the structure of groups. In the second section we will show
a criterion for a Latin square to be the table of a group. In the last part of
the work we will study results involving graphs, some of them obtained by
the authors.

1 Introducao

Neste artigo, exploraremos conexdes entre grupos, grafos e quadrados latinos, de modo que

€ requerido apenas ao leitor possuir conhecimentos basicos de grupos de permutagao e grafos que
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podem ser encontrados nas referéncias Gongalvez (2015) e Balakrishnan (2014). Nosso objetivo é
encontrar condicdes em um quadrado latino para que este seja (ou nao) a tabela de um grupo. Para
isso, associamos um quadrado latino a um grafo via uma representacao diferente da encontrada
na literatura, que facilita a visualizagao de certas propriedades, como a obtengao de subgrafos que

representam subgrupos.

Definicao 1.1. Um quadrado latino de ordem n € uma matriz n por n na qual um elemento ndo pode

se repetir em linha nem em coluna.

Neste trabalho, consideramos as entradas de um quadrado latino L de ordem n em
{1,2,...,n}.

Exemplo 1.2. Os dois quadrados a seguir sdo exemplos de quadrados latinos de ordem 3 e 4.

1 2 3 4
1 3 2

2 1 4 3
2 1 3

3 4 1 2
3 2 1

4 3 2 1

Um quadrado latino reduzido L de ordem n, € um quadrado latino em que a primeira linha e
primeira coluna aparece na ordem natural: 1,2, ...,n. O quadrado latino da direita € um exemplo de

um quadrado latino reduzido.

A seguir, forneceremos a definicdo de uma estrutura algébrica que generaliza a nogao de

grupos e, de certa forma, a de quadrados latinos.

Definicao 1.3. Dada x uma operagao binaria em um conjunto Q, o par (Q, ) é um quasigrupo se

para todo par a,b € Q, as equagoes a x x = b € y x a = b S0 unicamente sollveis parax e y em Q).

Devido as leis de cancelamento, todo grupo € um quasigrupo.

2 Quasigrupos e Quadrados Latinos

A proposicao a seguir nos diz que se a operagao do quasigrupo Q é associativa para todos
os elementos de @, entdao @ tem estrutura de grupo. A demonstracao da Proposicao 2.1 pode ser

encontrada em Alegri e Silva (2017).
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Proposicao 2.1. Seja (Q, ) um quasigrupo. Se esta estrutura € associativa entao (Q, ) € um grupo.

Segue da proposicao acima que toda tabela de Cayley de um grupo finito € um quadrado

latino. Deste modo, obtemos o0 seguinte resultado:

Corolario 2.2. A tabela de Cayley de um grupo de ordem n. é um quadrado latino de ordem n.

A reciproca deste corolario nem sempre é verdadeira. Exemplos de quadrados latinos que

nao sao tabelas de Caley de grupos podem ser encontrados em Alegri e Silva (2017).

O préximo teorema fornecera um critério simples que estabelece quando um quadrado latino
representa, ou nao, a tabela de um grupo. Este critério é creditado a Suschkewitch (1929) e discutido

em Siu (1991).

Teorema 2.3. (Critério de Siu/Suschkewitch) Um quadrado latino é a tabela de um grupo se, e

somente se, a composicao de duas linhas é uma linha do quadrado.
Exemplo 2.4. Consideremos o quadrado latino L dado por

1 2 3 4

1 4 5

2

1

6
3 2 1

= W s O L
=~ N Ot W O

2
3
4
)
6

- w ot O
[©2 S NI @)

Calculando a composicao da ultima e quarta linhas, denotada por i o 14, obtém-se:

1 23 45 6 1 23 45 6 1 2 3 45 6
6 4 5 3 2 1 4 5 6 1 3 2 3216 5 4

Onde a permutacao resultante ndo é nenhuma linha do quadrado latino, logo, pelo critério de

Siu/Suschkewitch, L no é a tabela de Cayley de um grupo.

3 Grafos e Quadrados Latinos

Nesta secao, faremos construgoes de quadrados latinos utilizando grafos, e a partir destas,

obteremos propriedades envolvendo grupos, quasigrupos e quadrados latinos. Ressaltamos que as
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construcdes de grafos de arestas nao coloridas associadas aos quasigrupos desta segao sao origi-
nais, bem como os lemas 3.4 e 3.5, as proposicoes 3.7 (Teste da linha inversa) e 3.8 (A Permutagéo
Total) e o teorema 3.11. Para as primeiras consideragdes, utilizaremos uma familia de grafos bipar-
tidos com arestas coloridas, muito Uteis na busca de solugdes de problemas de correspondéncia’.
Nestes grafos, os vértices podem ser particionados em conjuntos disjuntos U e V onde nenhuma
aresta liga dois vértices em V ou em U. Um grafo deste tipo, no qual o nimero de elementos de U
denotado por n, € igual a0 nimero de elementos de V, e todo vértice de U € ligado por uma aresta a
todo vértice de V' é chamado de um grafo bipartido completo de ordem n e denotado por K, ,,. Para
nosso estudo, as arestas do K, , serdo coloridas com n cores de modo que cada vértice possua
uma aresta de cada cor incidente. Lembramos que um 17-fator de um grafo (V, E)) € um subgrafo
(V, E'), tal que cada vértice tem apenas uma aresta incidindo nele. Se FE pode ser particionado
em subconjuntos disjuntos de tal maneira que (V, E) se decompde em 1-fatores, dizemos que o
grafo (V, E) é 1-fatoravel. A partir da 1-fatoragao de grafos, podemos relacionar grafos e quadrados

latinos. A demonstracao da proposicao a seguir esta disponivel em Laywine e Mullen (1998).

Proposicao 3.1. Um quadrado latino de ordem n é equivalente a uma 1-fatoragao do grafo completo
Kopn.

Vale observar que a reciproca desta proposicao € valida, ou seja, uma 1-fatoracao do grafo

completo K, ,, € um quadrado latino.

Exemplo 3.2. Nas figuras 1 e 2, seguem a construgéo linha a linha do quadrado latino L e o grafo
representando o préprio L. Aqui a cor preta representa o numero 1, as cores vermelho, verde e roxo

representam os numeros 2, 3 e 4, respectivamente.

1. 2 3 4
111 2 3 4
22 1 4 3
3|3 1 2
4| 4 2 1

"Um exemplo de um problema de correspondéncia é exibido a seguir. Suponha que haja n candidatos e n empregos
distintos, onde cada candidato se inscrever para um emprego. Fazendo a correspondéncia entre a aresta que liga uma
pessoa a um emprego, obtemos uma solugao para este problema de correspondéncia, que é representado por um grafo
bipartido.
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Figura 1 — Grafos representando linhas do quadrado L.

Fonte: Elaboragao dos autores.

Figura 2 — Grafo de arestas coloridas representando L.

Fonte: Elaboragao dos autores.

E claro que a representacdo de um quadrado latino via um grafo de arestas coloridas como
feito no exemplo anterior € Unica. A partir da associagao de um grafo e um quadrado latino como feita
aqui vamos obter outra associagao equivalente entre estes objetos, porém de maneira mais simples,
nao utilizando cores. Esta nova representacao, criada pelos autores, sera (til para obter condicoes

necessarias para que um quasigrupo seja associativo e para obter subgrupos de um grupo finito.

Seja L um quadrado latino de ordem n. Defina h(L) como o grafo com n(n + 1) vértices
dividido em n + 1 colunas de n elementos cada, e n? arestas. Arestas ligam um vértice da coluna

i ai+ 1, induzida pela i ésima linha de L. Os vértices da coluna i serédo denotados por v, ;. Este
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vértice serd ligado ao v, ;1 se tivermos em L que ¢ x r = s. Denominamos o fator f; pelo subgrafo
formado pelos vértices v, ;,vs 41, com r,;s € {1,2,...,n}. Observe que sendo L um quadrado latino,
ha somente duas arestas atingindo todo vértice do grafo h, e ainda esta representacao é Unica e

sera chamada neste texto de representagao grafica 2.

Exemplo 3.3. Na esquerda da Figura 3, representamos o quadrado latino L gerado a partir da
tabela de Cayley do grupo de Klein V' e, no centro, sua representacdo grafica utilizando cores,
que chamaremos de representagao grafica 1. A direita, temos a representagao grafica h(L), que

chamaremos de representagado grafica 2, da tabela do grupo de Klein.

Figura 3 — Representacoes graficas do grupo de Klein.

1234
2143
3412
4321

Fonte: Elaboracao dos autores.

Dado » um numero natural, considere o conjunto H,, de grafos como descritos na representagao
grafica 2 de um quadrado latino. E relativamente facil de ver que, devido a unicidade da representagio
abordada, cada grafo de H,, representa um quasigrupo de mesma ordem, tornando verdadeiro o se-

guinte lema.

Lema 3.4. O numero de grafos elementos do conjunto H,, é igual ao numero de quasigrupos de

ordem n, contando os possiveis isomorfismos.

Por questdes de simplicidade, vamos estabelecer duas condi¢cdes iniciais que serao utilizadas

neste trabalho.

1. A primeira linha [; de L esta em ordem natural, i.e., 0 quadrado latino L é reduzido.

2. Todo elemento i de um quasigrupo () possui inversa, i.e., em uma coluna j e na linha i de L,

o elemento 1 aparece, bem como na linha j e coluna i.
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Para o item 1, estamos cobrando que o quasigrupo possua elemento neutro (e assim @ € um
loop). A linha i, é chamada de linha neutra, porque a composi¢éo de [; com qualquer linha [; resulta
na linha /;. A fim de verificar o item 2., devemos apenas observar a posi¢ao dos 1’s no quadrado L
de modo a garantir que o inverso a direita seja igual ao inverso a esquerda do elemento da primeira

coluna de L.

No proximo lema, vamos estabelecer que dado um grupo @ de ordem n, 0 conjunto de linhas
de sua tabela de Cayley I = {1, 1, ..., } munido com a operacao de composi¢ao de linhas também
tem estrutura de grupo. Obviamente, nestas condigdes, @ é isomorfo a [, e a operagao o em [ é dada
por l; o l; = l;;. O proposito em fornecer o seguinte lema é estudar condi¢ées nos fatores de um

grafo h(L) € H,, a fim de que L seja uma tabela de Cayley de um grupo.

Lema 3.5. Tomel = {l1,ls,...,l,} 0 conjunto de todas as linhas de um quadrado latino L, tabela de
multiplicacdo do quasigrupo @, respeitando as condigcées iniciais. O conjunto I munido da operagao

de composicdo de linhas é um grupo, se e somente se, Q é um grupo.

Prova. Dadoi € Q = {1,2,...,n}, alinhal; de L é dadaporl; = (i*x1 ix2 ... ixn). Como
L satisfaz as condigdes iniciais, o elemento 1 é o elemento neutro de @, e a composicgo l; o l; é
dadaporm = (i (j*1) ix(j*2) ... ix(j*n)). Desde que m é umalinhade L é m = l;,; =

((ixg)*1 (ixj)x2 ... (ixj)=n)€l, el &um grupo, entdo () é associativo, logo Q) é grupo.

Reciprocamente, se () é um grupo, entdo a composicdo de linhas é uma operacao binaria
para os elementos de [, sendo I, o0 elemento neutro de I. Afirmamos que todos os elementos de |
possuem inversa em l. Com efeito, pela condigcao inicial 2., dada uma linha I; de L, a sua inversa é
alinhal;,-1, onde i~! é o inverso do elementoi € Q. De fato, sendol; = (i i*2 i*3 ... i*n)e
Li-i=0G"1Yi1'%2 i7'%3 ... i~'xn), emuma coluna k de L, temos pela lei da associatividade em

Q o seguinte fato: l; o l;1 (k) =ix (i"'xk) =k, eentdol;ol;+ = 1. B

Dada uma linha I; em um quadrado latino L, sabemos que esta linha é representada pelo
i-ésimo fator do grafo h € H,,. A operacao de composicédo de duas linhas [; e [;, pode ser represen-
tada graficamente pelos caminhos resultantes que partem dos vértices de /; e alcangam os vértices
adjacentes de ;. Na Figura 4, temos a representagao da operagao de composigao de fatores, que,
no caso, representam a operagao de composi¢ao das linhasl; = (1 3 2 4)ely = (2 4 3 1) gerando
alinha (2 3 4 1).
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Figura 4 — A composicdo dos fatores a esquerda gera o fator a direita.

Fonte: Elaboragao dos autores.

Dizer que este i-esimo fator € inversivel € 0 mesmo que dizer que a linha I; € inversivel em
(1,0). Graficamente, um fator k € inversivel se existe um fator j em h tal que os caminhos saindo de

cada vértice 7 no fator k atinge o vértice i no fator ;.

Exemplo 3.6. Na Figura 5, temos a representacao grafica 2 da tabela L do grupo Zs. Denotamos

porly =(12345),lb=(23451),l5=34512),4b=(45123)els=(1234).

Figura 5 — Representacao grafica da tabela do Zs.

12345
23451
34512
45123
51234

Fonte: Elaboracéao dos autores.

Note que I7! = 11, I;' =I5 el;' = l,. Na Figura 6, seque a representacdo gréfica da
1 2 3

operacdo de composicdo das linhas 2 e 5 do quadrado, via caminhos nos respectivos grafos.
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Figura 6 — Representacgao grafica da composicao de linhas.

laols =1

Fonte: Elaboragao dos autores.

Pelo Lema 3.5, se um quadrado L satisfaz as condigoes iniciais 1 e 2 e uma dada linha nao
possui linha inversa, a associatividade nao esta assegurada para os elementos de . De fato, dado
umalinhal, = (i*1 i*2 ... i*xn),comoexistealinhal, 1 = (i~1*1 i 1x2 ... i~!xn), existe
umk € Qtalqueix (i~ xk) # (i xi ') x k. Em seguida, formalizamos o chamado Teste da Linha

Inversa que requer no maximo n operagdes de composicoes a serem realizadas.
Proposicao 3.7. (Teste da linha inversa )

Tome h(L) € H, representando a tabela L do quasigrupo Q, satisfazendo as condigées

iniciais 1 e 2. Se para um fator em h nao existe o fator inverso, entdo Q nao é associativo.

Neste segundo teste, o teste da Permutagdo Total, apresentamos uma condi¢cao necessaria,

utilizando n composigdes de linhas, para verificar a associatividade de Q.

Proposicao 3.8. (A Permutagao Total) Tome h um grafo de H,, representando a tabela de multiplica-
cdo L de um quasigrupo @), ndo necessariamente respeitando as condig¢ées iniciais 1 e 2. Partindo
do vértice i no primeiro fator de h, considere um caminho no grafo até o ultimo vértice no ultimo fator
de h. Fazendo isto para todos os vértices do primeiro fator, se os caminhos correspondentes nao

geram um fator do grafo h, entdo Q € nao associativo.

Prova. Considerando os caminhos no grafo h, como descritos no enunciado da proposicdo, a
operacao nos fatores de h é equivalente a se calcular n composicoes nas linhas de L, como

(...((I1 0 lg) o l3)...) o Iy, nesta ordem. De fato, se o correspondente fator neste processo, cha-
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mado de Permutacao Total, ndao forma um fator de h, entao a composicao de linhas nao é fechada

em L implicando no fato de que @ nao é associativo. B

Exemplo 3.9. Considere a tabela de um quasigrupo (Q como mostrada na Figura 7. As arestas
partindo dos numeros de 1 a5 sdo coloridos com as respectivas cores: preto, verde, vermelho, ciano
e amarelo, para facilitar a visualizagdo. A permutacgao total fornece o grafo representado na Figura 7,
que nao é um fator do grafo da Figura 8. A permutacao total representada na Figura 7 é equivalente

a permutagdo (3 4 5 2 1) que ndo € linha do quadrado L.

Figura 7 — A Tabela de L a esquerda e o grafo correspondente, a direita.

(<]
12345 N\
25413 e o (<]

31254 .

43521 TN

54132 o ° \\
(<] (9] Qo

Fonte: Elaboracao dos autores.

Figura 8 — Grafo resultante da permutacao total em L.

Fonte: Elaboragcao dos autores.

Observacao 3.10. As condicées discutidas nesta secdo sao apenas suficientes. Na Figura 9 é for-
necido um exemplo de uma tabela L que n&o é tabela de Cayley de um grupo em que sao satisfeitos
0s critérios da linha inversa e da permutagao total. Note que o quasigrupo Q associado a esta tabela

n&o é associativo pois (2 3) x4 =3 # 2% (3x4) = 2.
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Figura 9 — Representacgao grafica 2 de uma tabela de um quasigrupo.

@ (<)
123456
215634
362145 .
431562
546321 AN
654213 \\‘
(<)
(<) (&)

Fonte: Elaboragcéao dos autores.

Baseado no critério de Siu/Suschkewitch (Teorema 2.3), podemos encontrar todos os grafos

em H,, que representam tabelas de Cayley de grupos de ordem n.

Teorema 3.11. Seja Q um quasigrupo de ordem n com tabela de multiplicacao L satisfazendo a
condic&o inicial 1, sendo representado pelo grafo h(L) € H,. Se a composi¢do de dois fatores

quaisquer em h(L) ainda é um fator de h(L), entdo Q) € um grupo.

Exemplo 3.12. Na Figura 10, tem-se a representagao do grafo h do grupo Ss, cuja tabela de Cayley
é exibida na esquerda desta. Note que o correspondente grafo h de S; é fechado em relacao a
composicao de fatores. Na Figura 11, segue o esquema da composicdo dos fatores quatro e seis de

Ss3, que representam as linhas 4 e 6 da tabela de Cayley do grupo, gerando o terceiro fator.

Figura 10 — Grafo de Hg representando a tabela do Ss.

123456
231564
312645
465132
546213
654321

Fonte: Elaboragao dos autores.

REMAT, Bento Gongalves, RS, Brasil, v. 4, n. 1, p. 184-199, agosto de 2018.



Grafos associados a Quadrados Latinos e Grupos 195

Figura 11 — Grafo representando a operagao I, o Ig.

l40l6=l3

)

Fonte: Elaboracao dos autores.

4 Subgrupos e Grafos

Nesta secdo, encontraremos condigdes gréaficas para que dado um subgrafo »’ de h € H,,
satisfazendo a condigdo do teorema 3.11, seja associado um conjunto Q' C @, de modo que @’

tenha estrutura de grupo. Todos os resultados desta se¢ao sao originais.

Teorema 4.1. Seja G um grupo de ordemn com tabela L associado ao grafo h € H,,. O subconjunto
G’ com n' elementos em que 1 € G’ é um subgrupo de G se, e somente se, o grafo h' associado a
G’ é um subgrafo de h que ha exatamente n’ fatores com vértices em G’ e n’(n’ — 1) arestas, onde

todo vértice i é conectado em algum fator ao vértice 1.

Prova. Seja h' um subgrafo de h € H,, satisfazendo as condigbes expostas no enunciado do teo-
rema. Como I’ é subgrafo, afirmamos que h' representa um quadrado latino L' que é a tabela de
Cayley do grupo G'. De fato, devido a definicao do subgrafo b/, G’ é fechado em relagdo a operagao
herdada de G e como todo vértice de h' é conectado ao vértice i, entdo todo elemento de G’ possui

inversa em G', provando que G' é um subgrupo de G.

Reciprocamente, dado G um grupo e G' um subgrupo de G, existem grafos h e h' de G e G,
respectivamente. Desde que os elementos de G sdo elementos de G, segue que os vértices de h’
sdo vértices de h. Além disso, como G’ é um subgrupo de G, as arestas de h' sdo arestas de h, e

portanto, h' é subgrafo de h. R
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Exemplo 4.2. Seguem nas figuras 12 e 13 os grafos h e I/, que representam o grupo G = Qg, onde

Qs denota o grupo dos quatérnions seu subgrupo G' = {1,2,3,4} = Z,4, respectivamente.

Figura 12 — Grafo de Hg representando a tabela de Qs.

12345678
21436587
34217865
43128756
56872134
65781243
78564321
87653412

Fonte: Elaboragao dos autores.

Figura 13 — Grafo representando a tabela de G’ C Qs.

Fonte: Elaboracao dos autores.

Definimos a representagcao grafica 3 a partir da coloragao das arestas da representacao
grafica 2 induzida pela representagao grafica 1. Com efeito, a aresta ligando o vértice i ao vértice
j tera a cor k desde que o elemento k apareca na linha i e coluna j do quadrado L. Denotamos
0 conjunto destes grafos coloridos vinculados a quasigrupos de ordem n por C,. Enquanto que

denotamos um elemento de C,, ao quasigrupo @ por ¢(Q) € C,.

Segue a representagao grafica 3 do grupo de Klein induzida pelas representagoes graficas

da Figura 3.
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Figura 14 — Representacao gréafica do grupo de Klein.

— <<
— <<

Fonte: Elaboracao dos autores.

Teorema 4.3. Seja G um grupo de ordem n cuja tabela de Cayley é L e sua representagdo grafica
3 é ¢(G). O conjunto G' = {i1,i2,...,im} C G, onde iy = 1, é um subgrupo de G se em todos os

fatores k € {iy,i9,...,im} de ¢(G), as arestas de ¢(G') tem cores associadas aos elementos de G'.

Prova. Dado um subconjunto G' de G, este sendo associado ao grafo colorido ¢(G"), dizer que as
arestas de c¢(G') sao ligados entre si possuem cores em associados aos elementos de G’ significa
que a operagdo herdada por G é fechada para os elementos de G'. Como 1 € G’ e sendo G um
grupo e todo elemento i € G’ é ligado a 1 no fator i, entdo todo elemento i € G' possui inversa em

G', caracterizando que G’ possui estrutura de grupo. R

Exemplo 4.4. Como vemos na Figura a seguir, temos uma representagao grafica da tabela do
grupo Qs utilizando sete cores e uma linha pontilhada para as arestas. O conjunto {1,2,3,4} forma

um subgrupo de Qg isomorfo a Z,, e é representado pelo subgrafo da Figura 16.

Figura 15— Cor 1: preto, 2: vermelho, 3: verde, 4: roxo, 5: amarelo, 6: preto tracejado, 7: laranja e 8: cinza.
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Fonte: Elaboracao dos autores.
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Figura 16 — Cor 1: preto, 2: vermelho, 3:verde, 4:roxo.
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Fonte: Elaboracao dos autores.

Os outros subgrupos proprios de Qs sdo {1,2}, {1,2,3,4}, {1,2,5,6} e {1,2,7,8} que podem

ser observados facilmente na Figura acima.

5 Consideracoes Finais

Neste artigo, foram propostos seis novos resultados relacionando elementos de matematica
discreta nos topicos de teoria dos grupos e grafos. Destacamos a importancia das duas condigoes
necessarias descritas nas proposicoes 3.7 e 3.8 devido ao fato de haver muito mais quadrados
latinos do que estruturas de grupos associados a estes. Como, por exemplo, existem apenas 5
grupos de ordem n = 8 e aproximadamente 2,51 x 10°® quadrados latinos desta mesma ordem.

Deste modo, estas condicdes servem como testes efetivos em muitos casos.

Esperamos que este trabalho seja Gtil para propor estudos mais avancados sobre as relacdes

entre grupos e quasigrupos finitos.
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