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Resumo

Consideramos a dinamica induzida por inversdes em circulos e estudamos
a dindmica mensuravel no atrator do sistema. Mostramos que a dinamica
induzida & metricamente equivalente a uma cadeia de Markov topolégica
e o pull-back da medida de Parry é a Unica medida invariante suportada
no atrator com entropia métrica maxima.

Abstract

We consider the induced dynamics by circle inversions and study its me-
asurable dynamics on the attractor. We show the induced dynamics is
metrically equivalent to a topological Markov chain and pull-back of the
Parry measure is the only invariant measure supported on the attractor
with maximal metric entropy.
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1 Introducao

Fixado um ndmero inteiro d > 3, sejam D1, Do, ..., Dy discos fechados no plano complexo
dois a dois disjuntos. Paracada j = 1,2,...,d, sejaI'; a fronteira geométrica de D;, isto é,I'; é uma

circunferéncia. Denotaremos a esfera de Riemann por C := C U {co}.

Uma inversdo em um circulo, também chamada de inversdao geométrica, € uma transformacao
geométrica na esfera de Riemann analoga a reflexao em uma reta no plano. Mais especificamente,
se It : C — C é ainversao geomeétrica na circunferéncia I" := 9D(z, r) entao

7“2

IF(Z):Z()—F?_*. (1)
z 20

SejaT'; := 0D; e denotemos por I; a inversdo geométricaemI';, paracada j =1,...,d. As
inversdes geométricas I, . .., I; induzem um sistema dinamico natural no espagco métrico compacto
Xq = u;llej (com a métrica induzida) da seguinte forma: uma drbita em X,; € uma sequéncia

(zn) € X}, comz; € X, e tal que zj41 = I;(x;) para algumi € {1,2,...,d} comi # j.

Denotaremos por O(X,) C Xi}’ 0 espago métrico compacto de todas as érbitas (com a
métrica produto) em X,. Note que O(X,) é um subespaco proprio de X', uma vez que a sequéncia

definida por x,, = 1 para todo n > 1, por exemplo, ndo é uma 6rbita em Xj.

Dada uma orbita (x,) em X, para cada j > 1 inteiro, existe um Gnico s; € {1,2,...,d} tal
que x; € Ds,. A sequéncia (s,,) € chamada itinerario da orbita (x,). Por [1, Teorema 1], todas as
Orbitas com o mesmo itinerario ttm o mesmo conjunto limite. O conjunto limite de uma sequéncia
(x,), denotado usualmente por w({(x,)), € 0 conjunto dos pontos de acumulagao desta sequéncia

em Xg.

Esta Ultima condicéao induz uma relagao de equivaléncia em O(X,), identificando-se todas as
Orbitas que possuem o mesmo itinerario. Denotaremos o espaco quociente por O(Xy) := O(Xy)/ ~,
com a topologia quociente, e representaremos a classe de equivaléncia de uma érbita (z,,) por [z,,].

Neste caso, O(X;) também é compacto.

A dinémica induzida em O(X,) é definida naturalmente por uma transformagao continua f,
definida por f([z,]) = [zn+1]- Em [1] foi demonstrado que a entropia topologica de f € igual a

log(d — 1).

Neste artigo abordamos a existéncia de medidas borelianas em O(X,) invariantes por f.

Nossa principal contribuicdo € o seguinte resultado.
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Teorema 1.1. A aplicagédo f : O(X3) — O(X3) definida por f([z,]) = [rn+1], admite uma unica

medida . boreliana suportada em O(X3) com entropia métrica maxima. Além disso,

hu(f) = log(2).

Corolario 1.2. Seja f : O(X3) — O(X3) a aplicagao definida por f([x,]) = [rn+1]. Para cada
h € (0,log(2)) existe um continuo de medidas de Markov borelianas com suporte em O(X3) para as

quais a entropia métrica é h.

A principal ideia da prova do Corolario 1.2 é que a fungdo v — h,(o) definida em (5) é
infinitamente diferenciavel e possui um Unico ponto critico em Qs, cuja imagem € log 2. A conclusao
segue do Teorema 7.1. Mais precisamente, pode-se verificar que a superficie de nivel h,(0) = ¢ €

(0,1og 2) é fechada e compacta (homeomorfa a uma esfera).

2 Preliminares

Consideremos a topologia discreta em {1,2,...,d}. Entdo X, := {1,2,...,d}" é um espago

topoldgico, com a topologia produto. A fungao

dp((Tn), (sn)) = Z W

n=1
€ uma meétrica em X; e induz a mesma topologia produto.

Em [1, 2] foi demonstrado que a aplicagdo ¥ : X} — ¥, definida por ¥((z,)) = (s,) é

continua e sobrejetora, mas nao € injetora, onde (s,,) é caracterizada pela relagéo x,, € D;,.

Seja Aq = (ai;) a matriz de transi¢cdo quadrada de ordem d tal que a;; = 1 — §;; para 1 <
i,j < d, onde d;; € o delta de Kronecker, isto é, dada uma sequéncia (z,,) em X} entéo (z,,) € O(X,)
se, e somente se, a,,,,,, = 1 paratodo n > 1. Denotaremos por ¥4, 0 subconjunto de todas as
sequéncias (s,) em X, que satisfazem a condi¢éo as,s,,, = 1 para todo n > 1. Com a métrica

relativa, ¥ 4, € um espago métrico compacto.

Em [1], os autores provaram que a aplicacéo ¢ : O(X,;) — X4, definida por ¢ ([z,]) = (sn) é

um homemorfismo, quando d > 3.
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Por abuso de linguagem, usaremos d,, para indicar a métrica relativa em X 4,. Dessa forma,

¢ induz naturalmente uma métrica em O(X,), a chamada métrica pull-back d := 1*d,, definida por

d([zn], [yn]) = dp(P((20)), ¥ ((Yn)))-

Como 7 € um homeomorfismo, d induz a topologia quociente em O(X,) e portanto, O(X,) e

¥4, s80 espacos métricos compactos isométricos.

Uma matriz quadrada qualquer B = (b;;) é dita primitiva quando, para cada (i,j) existir
n = n(i,j) > 1 inteiro tal que bg) > 0. A notagéo bg”) indica o elemento (i, j) da matriz B™. Diz-se

que B é regular se possuir alguma poténcia com todas as entradas positivas.

Portanto, a matriz de transicdo A, € primitiva (para d > 3) e, consequentemente, sabe-se
que existe uma unica medida de Markov invariante pelo deslocamento o, : ¥; — X4, definido por
i((sn)) = (sn+1), cOM suporte em X4, cuja entropia méetrica € maximal. Esta medida boreliana é

chamada medida de Parry.

3 Matriz Estocastica

Sejam Q, o interior do cubo d-dimensional unitario [0, 1]¢ e P, a colecdo de todas as matrizes
estocasticas compativeis com a matriz de transicao A;. Entdo P € P3 se, e somente se, existe
(a,b,c) € Qg tal que

0 a 1—a
P=|p 0 1-b]. ()
c 1l—c 0

A aplicagao Q3 > v — P, € P3 € bijetora e induz uma isometria entre os espagos Ps; € Qs,
com as correspondentes topologias relativas. Escrevendo P = (p;;) € Ps, 0 elemento p;; representa
a probabilidade de z,, 1 € D; sabendo que z,, € D;, para qualquer orbita (z,). Em razdo desta

interpretacao, dizemos que P é uma matriz de probabilidades de transigao.

Prova. Se P c P3 entdo P? é positiva.

Demonstragdo. Dado P € P3 da forma (2), obtemos diretamente

ab—ac+c —a+tac—c+1 a—ab
P? = —bc+c ab—b+bc—c+1 b—ab
b—be ac —b—ac+bc+1
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Note que p? = ab+c(1—a), p) = (1-c)(1—a), p\2 = a(1-b), p§? = c(1-b), p{2) = ab+(1—c)(1-b),

pg? =b(1 —a), p§21) =bl-c)e p:(fQ) = ac Sa0 positivos, uma vez que a,b, c € (0, 1).

Para concluir a demonstragao, resta verificar que pé? = —b— ac+ bc + 1 também é positivo.
E para tanto, € suficiente provar que o valor minimo de f(a,b,c) := —b — ac + bc + 1, restrito ao cubo
aberto Qs, € positivo. Como 9, f(a,b,c) = —¢, Oy f(a,b,¢) = c—1€ d.f(a,b,c) = b—a segue-se que f
nao possui pontos criticos em Q3, e portanto, o minimo absoluto é atingido na fronteira desse cubo.
Dessa forma, devemos analisar o comportamento de f em cada uma das faces do cubo.
PARTE 1. Observe que f(0,b,c) = be+(1—b), f(a,0,¢c) = 1—ace f(a,b,0) = 1—b sa@o ndo-negativos
para quaisquer a, b, c € [0, 1]. Além disso, sao pontos de minimo (0,1,0), (1,0,1) e (a,1,0) para todo
a € [0,1].
PARTE 2. Da mesma forma, os nimeros f(1,b,c) = (1-b)(1—c¢), f(a,1,¢) = (1—a)ce f(a,b,1) =1—a
também sdo nao-negativos para quaisquer a,b,c € [0,1]. Assim, obtemos os seguintes pontos de

minimo: (1,b,1), (1,1,¢), (a,1,0) e (1,b,1) para quaisquer a, b, c € [0, 1].
Isto prova que o valor minimo absoluto de f € igual 0 e esse valor € atingido apenas na
fronteira do cubo. Logo, f(a,b, c) € positivo para todo (a,b,c) € Qs. O

Em particular, temos o

Corolario 3.1. Qualquer matriz estocastica P € Ps é primitiva e regular.

4 Vetor de Estado Estacionario

O vetor de estado estacionario de uma matriz estocastica P € P3 € um vetor de probabilida-

des ¢ := (q1, g2, g3) no conjunto de estados {1, 2,3} tal que

Plig=q e q+q@+tg=1

Considere a fungao diferenciavel ¢ : R? — R dada por
gz, y,2) =y(l—x —2) + 22 + 2.
Note que g(z,y, z) € positivo sempre que (z,y, z) € Qs.

Proposicao 4.1. Se P € P5; entao as coordenadas do vetor de estado estacionario sao

_b—bc+c _1—c+ac B 1—ab
M= b0 T gabe) = glab,0)

Em particular, o vetor de probabilidades é (estritamente) positivo.
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Proposicao 4.2. Dada uma matriz P da forma (2), considere a equagdo P! - ¢ = q na variavel
q = (q1, g2, q3), tal equagdo pode ser reescrita na forma (P —I)-q = 0, onde I é a matriz identidade

da ordem de P, logo,

-1 b C aq1 0
a -1 1-c¢ gl =10
l1—-a 1-b -1 q3 0

Por escalonamento, essa equacao é equivalente ao sistema linear homogéneo
-+ b + cg3 = 0
— (1—ab)gg + (14+ac—c)gs = 0

Como as coordenadas do vetor q satisfazem a relacdo adicional q1 + g2 + q3 = 1, por ser um vetor de

probabilidades, resolvemos este novo sistema linear homogéneo e obtemos as identidades em (3).

5 Medidas de Markov

Dado v := (a,b,c) € Qs, sejam P, = (p;;) € Ps a matriz estocastica associada, definida em
(2), e ¢» = (q1,42,q3) 0 vetor de estado estacionario de P,. Considere 0 espago 4, correspon-
dente. Entao existe uma Unica medida de Markov 1, de probabilidade na o-algebra de Borel em X3

invariante pelo deslocamento o tal que (veja [3, Teorema A.2.13])
po ([ Qs - - -5 ap]) = damPam amy1 """ Pan_1,an-
Por defini¢cdo, [m; ap, ..., a,] € o cilindro {(s;) € X3;8m = am, ..., 5p = an}.

Como P é uma matriz estocastica primitiva, pelo Corolario 3.1, segue-se que o sistema
dindmico (u., o) € ergodico ([3, Teorema 7.2.8]) e, além disso, a medida ., esta suportada em X 4,

([3, Lema 7.2.5]). Uma consequéncia importante da ergocidade € a seguinte relagao:

1 n—1 (n)
. n _ .
nhm E E bijm =4y
=0

paracadai,j =1,...,p. Como P é regular, sabe-se ainda que (u,, o) € um sistema misturador ([3,

Teorema 7.2.11]).

Para simplificar a notagdo, escreveremos h, (o) := h,, (o) para indicar a entropia métrica de

o em relagao a medida u,. Neste caso, por [4, Theorem 4.27],

3
ho(o) = = > qipij log(pij)- (4)

ij=1
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Com a convengao 0log(0) = 0, a fungdo ¢ : [0,1] — R definida por ¢(t) = tlog(t) é continua

e real-analitica em (0, 1). Com essa notacao temos a seguinte
Prova. Sev = (a,b,¢) € Q3 entao
—hy(0)g(a,b,c) = (b—bc+c)fp(a) + (1 —a)l + ()

+ (I—c+ac)pd) + el —-0)]+

+ (1 —ab)[p(c) + (1 —c)].

Em particular, a fungdo Qs > v — h,(o) € R é infinitamente diferenciavel.

6 A Medida de Parry

Uma medida de probabilidade boreliana muito importante em ; e com suporte em ¥4, é a
chamada medida de Parry. Essa medida é construida da seguinte forma. Seja A o maior autovalor
da matriz A4, dado pelo Teorema de Perron-Frobenius ([5, Theorem 0.16]). Como A, é primitiva, A
€ uma raiz simples do polindbmio caracteristico de A, e existem dois autovetores unitarios positivos
1=(ly,...,l3) (@esquerda)er = (ry,...,ry) (2 direita) associados a \, isto &,1- A; = A\le A;-r = Ar,

tais que Y0, Ijrj = 1.

A medida de Parry 1, é definida para a escolha ¢; = lr; € p;; = ai;jrj/Ari, com Ay = (a;5) €

i,j=1,...,d. Em[1] foi demonstrado que A = d — 1 e por verificacao direta obtemos
1
l=r=—(1,1,...,1),
v )

. 1
de onde-se conclui-se que ¢; = 1/d, p;; =0 e p;; = 1 para i # j. Logo, por [4, Theorem 4.27],

hyy (o) =log(d — 1) = hyep(0o).

Pelo Principio Variacional [4, Theorem 8.6] o supremo das entropias métricas coincide com a entro-
pia topoldgica do sistema. Com essa discussao, concluimos que a medida de Parry € uma medida
que atinge o supremo e portanto, maximiza a funcao entropia em relacao as medidas invariantes.
Uma medida de probabilidade invariante com essa propriedade € chamada medida maximal ou

medida com entropia maxima.

Teorema 6.1. A medida de Parry é a tnica medida de Markov maxima em Y3 invariante por o com

suporte em X 4,.
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Este resultado ja é conhecido em condi¢cdes mais gerais (veja [5, Corollary 20.1.5]), entre-

tanto, apresentaremos uma prova completa e elementar usando Calculo Diferencial.

Prova do Teorema 6.1. Pela Proposicao 5, a fungdo Q@ > v — h, := hy(o) € infinitamente dife-

renciavel. Logo, qualquer ponto de maximo relativo dessa fungao é uma raiz do gradiente Vh,,.
A equacao 9,h, = 0 é equivalente a relagao
(=2—c+be)ln(l—a)+(14+b+c—bc)ln(l =b)+ (-1 —=b+c+bc)In(l —c) =
(24+b—bc)In(a) + b(1 4+ ¢)In(b) — c(1 + b) In(c). (6)
Ja dyh, = 0 é equivalente a relagao
(2-2a—2c+ac)ln(l—a)+ (a+c—ac—3)In(l —=b) + (ac+c—a—1)In(1l —¢) =
a(2 —c¢)In(a) + (2 — ac) In(b) — c¢(a + 1) In(c). (7)
e d.h, = 0 equivale a relacao
(2—-2a—b+ab)ln(l1—a)+ (a+2b—ab—2)In(l —=b) + (ab—a—2)In(1 —c¢) =

a(2 —b)In(a) + b(a — 2) In(d) + (b+ 2 — ab) In(c). (8)

Das equacdes (6), (7) e (8) concluimos que Vh, = 0 se, e somente se, (a, b, c) € solugdo do

sistema
In(l—a) = 1In(a) + Inb) — In(e)
S:qIn(l1-b) = il(e) + 3n(b) — In(c)
In(l—¢) = 3ln(a) — 3In®b) + In(c)

Como a fungao z — In(x) € injetora, o sistema S € equivalente a

1—a=ab/c
1—b=0bVab/c

1l—c= q/?/b
cujasolugado é a =b=c=1/2. Logov = (1/2,1/2,1/2) € o Unico ponto critico de h,(c) no cubo Qs.
A natureza desse ponto critico pode ser determinada analisando-se a matriz hessiana de h, para
v=(1/2,1/2,1/2):

Ouaho  Oaphy  Oache gm0 0
Hess(ho) = | Ohahw Oho Ohcho| = | 0 gids 0
8cahv acbhv 8cchv 0 0 311?7(%0)
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Todos os autovalores de Hess(h,) sao negativos para v = (1/2,1/2,1/2), e portanto, segue-se de
[6, Theorem 9.6] que h, tem um valor maximo local em v. Dessa forma, concluimos que este v é
0 Unico ponto de maximo global de i, em Q3. Para este valor, 1, € a medida de Parry em X3 com

suporte em X 4,. [

7 Prova do Teorema 1.1

Seja ¢ : O(X3) — X4, a aplicagao definida por ¢ ([z,]) = (sn), onde (s,) € o itinerario de
qualquer oOrbita na mesma classe de (z,,) € O(X3). Em[1, Lema 6.3], os autores demonstraram que
1 € um homeomorfismo que conjuga a aplicagcao f, do Teorema 1.1, e o deslocamento de Bernoulli

os. Dessa forma, para demonstrar o Teorema 1.1, € suficiente provar o

Teorema 7.1. A aplicagao ) € um isomorfismo métrico.

De fato, € um resultado classico que a entropia métrica é invariante por isomorfismo métrico.

A conclusao segue, entao, do Teorema 6.1.

Se 1 € uma medida de probabilidade boreliana em O (X3) e invariante por f entdo existe um
anico v € Qs tal que u = ¥*u,, ou seja, u é simplesmente a medida pull-back de alguma p, em
relacao a ¢. Portanto, dado um boreliano B C O(X3) tem-se u(B) = u,(¢(B)). Em particular, . é

ergddica e misturadora.

Demonstragao do Teorema 7.1. Pela discussao acima, ¢» € uma aplicagao mensuravel (por continui-
dade) bijetora e que preserva as medidas. Como p, € suportada em X 4,, paratodo v € Qs, e é

invariante por o3, segue-se que ¢ € um isomorfismo métrico. O

8 Consideracoes Finais

Neste artigo analisamos a matriz estocastica associada as inversées em circulos, além
disso, mostramos nao sé que medidas invariantes induzem qualquer entropia métrica no intervalo
(0,10g(2)], no caso d = 3, como calculamos diretamente a entropia maxima. Demonstramos sua

unicidade e verificamos que a medida de Parry maximiza a entropia da dinamica induzida.
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Futuramente, abordaremos aspectos como a geometria diferencial das superficies de nivel
induzidas pela funcao entropia em relacao aos parametros, bem como a medida de Lebesgue des-

sas superficies e a dimensao de Hausdorff do atrator da dinamica.
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