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Resumo

Neste artigo, abordamos questoes relativas a frequéncia dos algarismos
na expansao decimal dos numeros reais no intervalo [0,1]. Usando resul-
tados de Teoria Ergddica e Teoria da Medida, exibiremos alguns subcon-
juntos de medida de Lebesgue total. Entre eles, destacamos o subcon-
junto dos nimeros cujo primeiro digito aparece novamente na expansao
decimal, bem como o subconjunto dos nimeros normais.

Abstract

In this article, we discuss some questions about the frequency of digits in
decimal expansion of real numbers in the interval [0,1]. Using results of
Ergodic Theory and Measure Theory, we present some subsets with total
Lebesgue measure. Among them, we highlight the set of real numbers
whose first digit appears again in decimal expansion, and the set of normal
numbers.

1 Consideracoes Iniciais

A medida de Lebesgue' de um subconjunto (mensuravel) dos nimeros reais fornece uma

nocao do comprimento deste subconjunto. Para um intervalo [a, b], por exemplo, escrevemos A([a, b]) =

b — a para denotar que a medida de Lebesgue deste intervalo vale b — a, € a mesma expressao vale

para intervalos na forma (a, b), [a,b) € (a,b].

Se estamos interessados apenas em ndmeros reais pertencentes ao intervalo [0, 1], a medida

de Lebesgue € uma medida de probabilidade, pois a medida total do espago amostral € 1. Nesse

contexto, dizemos que a probabilidade de um nimero escolhido ao acaso pertencer a um subcon-

junto E C [0, 1] é dada por A(E). Assim, por exemplo, a probabilidade de um numero escolhido ao

acaso ser maior que 0,3 pode ser estimada por \((0,3 , 1]) = 0,7, e assim sucessivamente.

' A construgio e detalhes técnicos sobre a medida de Lebesgue podem ser encontrados em Castro [3], Isnard [4],

Taylor [9], entre outros.
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Em Teoria da Medida, um fato conhecido é que, escolhido um nimero real ao acaso no inter-
valo [0, 1], a probabilidade de que esse numero seja racional € nula. Trata-se de uma consequéncia
direta do fato que o conjunto dos nimeros racionais € enumeravel (veja por exemplo Lima [5]). As-
sim, se nossa escolha for aleatdria em relagdo a medida de Lebesgue no intervalo [0, 1], € quase
certo que vamos escolher um namero irracional. Usando linguagem técnica, dizemos que o conjunto

dos numeros irracionais € de medida total em relacdo a medida de Lebesgue no intervalo [0, 1].

Nesta discussao, nossa intencao é verificar que essa mesma propriedade de medida total
também é valida para outros subconjuntos. Vamos considerar, inicialmente, o conjunto dos nimeros
reais no intervalo [0, 1] com a propriedade que o primeiro digito aparece novamente em sua expansao
decimal. Posteriormente, vamos restringir ainda mais essa propriedade, exigindo que esse mesmo

digito apareca infinitas vezes na expansao decimal correspondente.

Em suma, estamos interessados em questdes do tipo:

e Qual a probabilidade do digito 7 voltar a aparecer na expansao decimal de um nimero contido

no intervalo [;5, 33)?

e Qual a probabilidade do digito 7 voltar a aparecer infinitas vezes na expansao decimal de um

niimero contido no intervalo [, £)?

¢ Qual a medida do conjunto dos nimeros em que todos os digitos de 0 a 9 aparecem com

frequéncia 1—10 na sua expansao decimal?

O ultimo questionamento esta relacionado com o assim denominado subconjunto dos nimeros
normais. Veremos, de forma precisa, que um namero normal é caracterizado pela propriedade de
que todos os possiveis blocos de k algarismos aparecem com a frequéncia # em sua expansao
decimal. Em particular, todos os algarismos de 0 a 9 aparecem com a mesma frequéncia na ex-

pansdo decimal de um nimero normal.

Para responder esses questionamentos, apresentando os resultados correspondentes, va-
mos usar ferramentas de Teoria da Medida e Teoria Ergodica, bem como uma linguagem de siste-
mas dinamicos. Nesse sentido, denotando por {y} a parte decimal de y € R, considere a seguinte

transformagao:
g: 0,1 — [0,1]

x — {10z}.
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Dado z € [0, 1], € importante notar que os digitos da expansao decimal de z estao relaciona-
dos com os intervalos aos quais pertencem os seus iterados da transformacao g. Por exemplo, se

x = 0,3492235..., temos

e £ €[0,3,0,4)= 1° digito de sua expansao decimal & 3;
e g(x) €[04, 0,5) = 2°digito de sua expansao decimal é 4;

e ¢*(z) €[0,9, 1) = 3°digito é 9, e assim sucessivamente.

Figura 1 — Grafico da transformagao g.
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Fonte: Elaboracao do autor.

Mais precisamente, temos que o j-ésimo digito na expansao decimal do nimero z é determi-
nado pelo intervalo a que pertence ¢’ ~!(z). Em outras palavras, saber se o digito 7 volta a aparecer
na expansao decimal de = € [0,7 , 0,8) equivale a saber se existe j € IN tal que ¢/(z) € [0,7, 0,8). E
claro que estamos usando o digito 7 apenas para fixar ideias. A mesma argumentagao poderia ser

usada para quaisquer outros digitos.
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2 Estimando Probabilidades via Teoria Ergodica

O ponto central é que podemos estimar a probabilidade de certos subconjuntos de nimeros
reais por meio de ferramentas da Teoria Ergddica. Ao leitor interessado em uma discussao mais

aprofundada nessa area, veja Mané [6], Oliveira e Viana [8], Brown [1], entre outros.

Vamos trabalhar em seguida com algumas definicdes proprias de Teoria da Medida, como
espaco de medida e conjunto mensuravel. Resumidamente, um espaco de medida é uma trinca
(M, B, ), em que M é um conjunto, 5 € uma oc-algebra e p : 5 — R é uma medida. Dizemos
também que B € M é um conjunto mensuravel se B € f3, ou seja, faz sentido considerar 1.(B). Uma

apresentacao formal dessas nogdes pode ser encontrada em Castro Jr. [3] e Isnard [4].

Agora, considere os seguintes conjuntos:

C7; ={x€][0,7, 0,8) | odigito 7 aparece novamente na expanséo decimal}

C2* ={x 10,7, 0,8) | odigito 7 aparece infinitas vezes na expanséo decimal }

Nesta secdo, vamos mostrar que esses subconjuntos tem medida total de Lebesgue no in-

tervalo considerado. Comegamos apresentando a nogao de medida invariante:

Definicao 2.1. Sejam (M, 3, ) um espago de medida, e f : M — M uma transformagdo men-

suravel. Dizemos que a medida p. € invariante por f se u(E) = u(f~1(E)) para todo E mensuravel.

Um fato que usaremos a seguir € que a medida de Lebesgue () no intervalo [0, 1] € invariante
pela transformacao ¢ (definida na secao anterior). Pelo grafico da transformacao g, podemos ver que,
se I C [0,1] € um intervalo, sua pré-imagem é formada por 10 intervalos disjuntos com medida %
do seu comprimento, e assim A\(I) = A(g~'(I)). Por um argumento tipico de Teoria da Medida (veja
por exemplo [8]), essa propriedade pode ser estendida para qualquer conjunto mensuravel, e assim

concluimos que ) é invariante por g.

Usando este fato, nosso problema de estimar a probabilidade dos conjuntos C7 e C'>° pode

ser resolvido por meio de um resultado de Teoria Ergddica, enunciado e demonstrado a seguir:

Teorema 2.2. (Teorema de Recorréncia de Poincaré) Sejam f : M — M uma transformagao men-
suravel, e p uma medida invariante finita. Entdo para todo E C M mensuravel (com u(E) > 0) e

para quase todo z € E existem infinitos n € IN tais que f"(z) € E.
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Demonstragdo. Seja E C M mensuravel. Inicialmente, considere o conjunto dos elementos de E

cujos iterados da transformagao nao retornam a esse conjunto, ou seja:

Ey={zxecFE: f"(x) ¢ EVn>1}.

Queremos mostrar que u(Ey) = 0, donde segue que o conjunto dos pontos que retorna a £
tem medida total. Defina, paran € IN, o conjunto E,, = f~"(E,). Como p € medida invariante, segue

por definicdo que u(E,) = u(Fy) para todo n € IN.

Além disso, afirmamos que os conjuntos E,, sao disjuntos dois a dois. De fato, suponha por
absurdo que existe z € E; N Ex, com k > j. Entdo teriamos f/(x) € Ey e f*(x) € Ey. Disso decorre
que f*=J(fi(z)) € Ey, o que contradiz a definicdo de Ey. Portanto, obtemos uma familia { £, },en

de conjuntos disjuntos com a mesma medida. Como p é finita por hip6tese, a Unica possibilidade é

p(En) = p(Eo) = 0.

Agora, vamos mostrar que quase todo ponto do conjunto F volta infinitas vezes a esse con-
junto. Para tanto, considere: F = {x € E : f"(x) € E apenas para uma quantidade finita de n’s}.
Dado z € F, e tomando o maior dos iterados que retornam ao conjunto F, temos que existe k € IN
tal que f*(z) € Ey. Dessa forma, F' C ;2 f~*(Ey). E assim, usando resultados basicos de Teoria
da Medida, obtemos:

p(F) < (| S8 (E0)) <D0 nlf ™ (Bo)) = 3 ulEo) = 0.
k=0

k=0 k=0
]

Segundo o Teorema de Recorréncia de Poincaré, quase todo ponto de E retorna ao conjunto

apds um certo niUmero de iterados da transformagao f (Figura 2).

Figura 2 — Representagao gréafica do Teorema de Recorréncia de Poincaré.
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Fonte: Elaboragao do autor.
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E interessante constatar que os passos da demonstragdo acima correspondem aos dois
primeiros questionamentos da sec¢ao inicial, tomando E = [0,7 , 0,8). Inicialmente, u(Ep) = 0 nos
permite concluir que quase todo elemento desse intervalo vai apresentar novamente o digito 7 em
sua expansao decimal. Em outras palavras, escolhido um elemento de E ao acaso, a probabilidade
deste elemento apresentar novamente o digito 7 em sua expansao decimal é de 100% (o conjunto

C; é de medida total).

Ademais, o fato que u(F) = 0 nos permite ir mais além. Isso significa precisamente que,
escolhido um numero ao acaso no intervalo £ = [0,7 , 0,8), a chance desse nimero apresentar o
digito 7 infinitas vezes em sua expansao decimal é de 100% (o conjunto C'2°, apesar de mais restrito,

também é de medida total).

3 A Frequéncia de um Digito na Expansao Decimal

Além dos conjuntos C7 e C2°, estamos interessados em estimar a medida do conjunto
dos numeros normais. Como mencionamos anteriormente, a propriedade que caracteriza esses

nameros esta ligada a sua expansao em casas decimais.

Nesse sentido, um nimero normal é aquele em que todos os possiveis blocos de £ algaris-
N - . .

mos aparecem com a frequéncia ToF em sua expansao decimal, para todo £ € IN. Em particular,

todos os algarismos de 0 a 9 apresentam a mesma frequéncia na expansao decimal. Para apre-

sentar a definicdo com mais rigor, precisamos da no¢ao de frequéncia de um digito na expansao

decimal, que apresentaremos nesta segao.

Nesse sentido, tome z= € [0,1] e fixe um digito « € {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}. Considere o
intervalo I = [lio, %) A frequéncia do digito 7 na expansao decimal de = consiste na média de

visitas ao conjunto I dos iterados de g(x). Formalmente:

f(i,r) = lim l#{j:o,...,n—l:gﬂ'(gc)el}.

n—oo n

Seguem alguns exemplos simples de frequéncia de um digito na expansao decimal:
e f(3,4) =1, pois § = 0,333333..., e assim somente o digito 3 aparece na expansao decimal
correspondente;

e f(2,1) =0, pois I = 0,25, e como o digito 2 somente aparece uma vez na expansao decimal,

temos lim,,_, £ = 0;
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. f(7,%) = 1, pois g—g = 0,78787878..., e assim o digito 7 aparece metade das vezes na

expansao decimal correspondente.

Um problema interessante do ponto de vista matematico trata da existéncia do limite acima.
De fato, é falso afirmar que o limite existe para todo nimero real no intervalo [0,1]. Nao é dificil
construir um exemplo de um namero no qual o limite ndo esta bem definido para algum algarismo.

A esse respeito, tome x € [0, 1] tal que:

Os 10 primeiros algarismos em sua expansao decimal sao 7;

Os 102 algarismos seguintes em sua expansao decimal sdo 0;

Os 103 algarismos seguintes em sua expansao decimal sdo 7;

Os 10* algarismos seguintes em sua expansao decimal sdo 0, e assim sucessivamente.

Basicamente, a ideia do padrao de formacao de = é escrever os algarismos 0 e 7 em quanti-
dades cada vez maiores para que os termos da sequéncia:

(L4 t=0.n-1:9w e 7, 05))

nelN

oscilem de forma significativa, com termos de indice arbitrariamente grandes abaixo de 0,2 e acima
de 0,8, implicando que o limite correspondente nao exista para o algarismo 7. No entanto, apesar
desses contra-exemplos, um resultado de teoria ergodica garante a existéncia do limite quase sem-
pre (isto €, para um conjunto de medida total). Este resultado, que enunciamos a seguir, € uma

versao simplificada do Teorema Ergddico de Birkhoff? para tempos de visita:

Teorema 3.1. (Birkhoff) Seja f : M — M uma transformacao, e ;. uma medida finita invariante. Seja

E C M um conjunto mensuravel. Entao, o tempo médio de visita dado por:

T(E,z) = lim l#{j:O,l,...,nfl:fj(:v)EE}

n—oo N

existe para quase todo xz € M.

E, de fato, vimos na Secao 2 que a medida de Lebesgue é invariante pela transformacgao g.
Assim, podemos aplicar o teorema para garantir, a menos de um conjunto de medida nula, que a

frequéncia de um digito na expansao decimal de um ndmero real no intevalo [0, 1] esta bem definida.

2 Uma discusséo sobre esta versao do Teorema pode ser encontrada em Oliveira e Viana [8]. Para mais detalhes sobre
o Teorema Ergodico de Birkhoff e sua demonstragao, veja Mané [6] ou Brown [1].
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Da mesma forma, podemos considerar blocos de k digitos, e definir de forma analoga a
frequéncia desses blocos na expansao decimal de um numero real. Por exemplo, se estamos in-
teressados no bloco ‘23’, consideramos o intervalo I = [0,23 , 0,24), e assim sucessivamente. Da
mesma forma, esta versdao do Teorema de Birkhoff garante a boa definicao dessa frequéncia, a

menos de um conjunto de medida nula.

4 O Subconjunto dos Numeros Normais

Com a nocao de frequéncia de um digito apresentada na secao anterior, podemos definir o

conjunto dos nimeros normais de forma precisa. Nesse sentido:

Definicao 4.1. Um nimero = € R é dito normal se, dado & € IN, qualquer bloco de k algarismos

ocorre com frequéncia de ﬁ em sua expansao decimal.

Uma propriedade inicial € que o conjunto dos nimeros normais € um subconjunto dos irra-
cionais. De fato, sabemos que os numeros racionais sao caracterizados pela periodicidade de sua
expansao decimal. Dessa forma, se x € Q, existe £k € IN e um bloco de k digitos que ndo aparece

na parte periodica de x. Esse bloco possui frequéncia nula, ou seja, x nao é nimero normal.

Ademais, é facil verificar que a reciproca nao é verdadeira, ou seja, existem nimeros irracio-
nais que ndo sao normais, como todos os ndmeros irracionais que nao possuem o digito 3 em sua

expansao decimal, por exemplo.

Nao & uma tarefa simples exibir exemplos de nimeros normais. Isso porque, para provar
formalmente que um determinado nimero é normal, € preciso verificar a frequéncia de todos os

blocos de £ digitos, com k£ € IN. Um exemplo € a constante de Champernowne [2], dada por:
a =0,1234567891011121314 . . .,

que é obtida listando a sequéncia dos nimeros naturais na expansao decimal. Mais detalhes sobre
a construgao de outros nimeros normais e demonstragdes nesta tematica podem ser obtidos em

Mengue e Ripoll [7].

A seguir, nosso objetivo € mostrar o conjunto dos nimeros normais continua sendo de me-
dida total (mesmo sendo mais restrito que os irracionais). Em outras palavras, vale o fato surpreen-
dente que, escolhendo ao acaso um numero real no intervalo [0, 1], a probabilidade deste nimero

ser normal é de 100%.
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5 Sistemas Ergoddicos

Nesta secao, vamos apresentar alguns resultados de Teoria Ergddica que permitem obter
o resultado descrito acima em relagdo ao conjunto dos numeros normais. Para tanto, precisamos

inicialmente da nocao de sistema ergddico. Nesse sentido:

Definicao 5.1. Sejam f : M — M uma transformagado mensuravel, e ;1 medida de probabilidade
invariante por f. Dizemos que o sistema (f, ) € ergddico se dado A C M subconjunto invariante

por f, temos u(A) =1ou u(A) =0.

Nesse sentido, um exemplo simples de sistema ndo ergddico € dado por (Id,\), onde Id :
[0,1] — [0, 1] é a identidade, e A\ € a medida de Lebesgue. De fato, todo E C [0, 1] € invariante, pois
na transformacao Id todo ponto € levado em si mesmo. E, por definicao, a existéncia de conjuntos

invariantes nao triviais faz com que o sistema nao seja ergddico.

Dados uma transformagédo f : M — M, um ponto x € M e um subconjunto £ C M,
lembre que 7(E, x) é o tempo médio de visita ao conjunto E dos iterados de x por f. Apresentamos
a seguir uma caracterizacao bastante Gtil de sistema ergddico em relacao aos tempos de visita

correspondentes, cuja demonstragao pode ser encontrada em Oliveira e Viana [8]:

Proposicao 5.2. Sejam f : M — M uma transformacao mensuravel, e ; medida de probabilidade
invariante. Entdo o sistema (f, 1) € ergodico se e somente se para todo £ C M mensuravel, vale a

relagcao 7(E, z) = u(F) para quase todo = € M.

Finalmente, vamos precisar também da nocao de ponto de densidade de um conjunto em

Teoria da Medida, que relembramos a seguir:

Definicao 5.3. Seja F C R mensuravel segundo a medida de Lebesgue . Temos que a € R é

: . AMENI)
ponto de densidade de F se nlgn;@ W

todo n € IN, e além disso A(I,,) — 0 quando n — oc.

= 1, onde I,, sdo intervalos abertos contendo a para

Vale destacar que a existéncia desses pontos € garantida pelo resultado que enunciamos
a seguir, que é uma consequéncia do Teorema de Derivacao de Lebesgue (mais detalhes sobre o

assunto, bem como as demonstragdes podem ser encontradas em Castro [3]):

Teorema 5.4. Seja £ C R mensuravel segundo a medida de Lebesgue, com A(E) > 0. Entao,

quase todo ponto de E € ponto de densidade de E.
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Usando essas ferramentas, vamos mostrar que o sistema (g, \) € ergddico, onde g € a

transformagao que definimos na secao inicial, e A € a medida de Lebesgue.

Inicialmente, considere um conjunto invariante A C [0, 1] em relagdo a transformacéo g, com

A(A) > 0. Vamos mostrar que A(A) = 1, donde segue que o sistema € ergodico por defini¢cao.

Por absurdo, suponha que A(A) = k < 1. Fixe um ponto a de densidade de A, cuja existéncia
€ garantida pelo Teorema de Lebesgue. Vamos supor ainda que a nao é da forma ﬁ com i =
0,1,2,...,10™ para todo n € IN. Essa hipotese adicional € aceitavel, pois A\(A) > 0 e o conjunto dos

pontos da forma {10% |i=0,1,2,...,10"} é de medida nula, pois & enumeravel.

Agora, dado n € IN, defina I,, como o intervalo da forma (115—,}, 10%) que contém o ponto a.

Pela definicao de ponto de densidade, temos:

AMANI,)

lim ———— =1.
noo  A(Ip)

Assim, pela definigao de limite, existe n tal que A&‘é?f;) > k. Usando que A € invariante em
relagao a g, e que a transformacgao ¢” amplia 10" vezes um intervalo da forma (116—3, ﬁ) podemos
escrever:

AT Ag" (AN 1))
NI, n
e 20D 300 (AN 1) < Mg"(A) < AA).
A(In) 1
10"

Da expressao acima, obtemos A(A) > k, gerando uma contradigdo. Portanto, concluimos

que A(A) = 1, e assim o sistema (g, \) € ergodico.

6 Conclusoes e Comentarios Finais

O fato que o sistema (g, \) € ergddico nos permite obter importantes conclusdes sobre a

frequéncia dos digitos na expansao decimal dos nimeros no intervalo [0, 1].

Em relacdo ao digito 7, a ergodicidade do sistema implica, pela Proposicao 5.2, que para
quase todo z € [0,1], temos 7(E,z) = u(E) = 15, em que E = [0,7, 0,8). Em outras palavras,
quase todos os nlimeros reais do intervalo [0, 1] apresentam frequéncia do digito 7 igual a ;. E

obviamente, 0 mesmo vale para todos os outros digitos.
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Analogamente, tomando um bloco de & digitos, segue diretamente da Proposi¢cdo 5.2 que

quase todo numero real no intervalo [0, 1] apresenta, em sua expansdo decimal, frequéncia desse

1

bloco igual a ;-

Ora, fixando o digito (ou bloco de k digitos), o conjunto dos pontos em que frequéncia nao
€ a desejada tem medida nula. Usando o resultado simples de Teoria da Medida segundo o qual
uma uniao enumeravel de conjuntos de medida nula tem medida nula, obtemos diretamente que o

conjunto dos nimeros que nao sao normais tem medida nula em relagcao a medida de Lebesgue.

E assim, finalmente respondemos nosso ultimo questionamento inicial, mostrando via Teoria
Ergddica o fato que o conjunto dos nimeros normais € de medida total. Em outras palavras, €
surpreendente que, apesar da dificuldade de exibir um niumero normal, se escolhermos ao acaso

um ndmero do intervalo [0, 1], quase certamente este numero sera normal.
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