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Resumo

O presente artigo propde um estudo acerca das sequéncias numéricas
conhecidas como progressdes aritméticas de ordem superior, na
perspectiva de obter uma expressédo algébrica que permita calcular o
valor de qualquer termo de uma progressao de ordem k. Em um primeiro
momento, demonstrar-se-a que o termo geral de uma progressao
aritmética qualquer pode ser representado por uma funcdo algébrica
polinomial para, entdo, aplicar o conceito de integral indefinida de uma
fungdo, que é a principal ferramenta matematica utilizada neste artigo.
Por fim, apresentar-se-a um algoritmo que foi desenvolvido no software
MATLAB com o objetivo de gerar progressodes aritméticas de k-ésima
ordem utilizando a expressdo algébrica obtida como resultado deste
estudo.
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higher-order arithmetic progressions, in the view of obtaining an algebraic
expression that allows to calculate the value of any term of a progression
of order k. At first, it will demonstrate that the general term of any
arithmetic progression can be represented by a polynomial algebraic
function for then apply the concept of indefinite integral of a function,
which is the main mathematical tool used in this article. Finally, it will
present an algorithm that was developed in MATLAB software with the
goal to generate arithmetic progressions of k-th order using the algebraic
expression obtained as a result of this study.

1. Introducgao

De todos os objetos de estudo da Matematica, um dos mais interessantes, e que ha mais

tempo desperta o interesse e a curiosidade do ser humano, sdo as sequéncias numéricas. Dentre

elas, encontram-se as progressdes aritméticas, que comumente sdo encontradas na bibliografia

matematica e fazem parte do curriculo da educacao basica e de cursos de ensino superior.

Frequentemente, quando se fala em progressao aritmética, ou P.A., faz-se referéncia as

progressdes ditas de primeira ordem, que possuem propriedades importantes, conhecidas e

estudadas desde o inicio da era cristd (BOYER, 1996) por diversos matematicos de diferentes

povos. Entretanto, existem as progressodes aritméticas de ordem superior, que serdo abordadas

neste artigo por também possuirem algumas propriedades interessantes.
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Assim, como objetivo deste trabalho, pretende-se obter uma expressao algébrica para
calcular o n-ésimo termo de uma P.A. de ordem k, utilizando-se de um conceito bem conhecido do

Calculo: a integral indefinida de uma fungao.
2. Referencial Teérico

2.1. Progressoes Aritméticas

De acordo com lezzi e Hazzan (2012, p. 6), uma progressao aritmética € uma sequéncia de
numeros “[...] em que cada termo, a partir do segundo, € a soma do anterior com uma constante r
dada.”. Cada termo de uma P.A. é indicado na forma an, em que n é o indice do termo, ou seja, a
posicao ocupada por ele na progressao. Assim, um exemplo de P.A. é a sequéncia (4, 7, 10, 13,
16, ...),emqueai=4er=3.

Um dos teoremas mais elementares relacionado as progressdes aritméticas € o termo geral,

definido como:

a,=a,+(n—-Dr (1)

Utilizando-se o termo geral € possivel calcular qualquer termo de uma P.A., conhecendo-se
0 primeiro termo e a razao (LOPES, 1998). Além disso, esse teorema permite estabelecer uma
relagdo entre progressdes aritméticas e polindbmios, a partir do momento em que o termo geral é

escrito como:

a,=rn+a;—r )

Assim, percebe-se que toda P.A. pode ser representada por um polinémio de grau 1 em n,
sendo a razao r o coeficiente de n e a1 — r o termo independente. Por exemplo, seja o polindbmio
P(n) = 5n— 8. Ele representa uma P.A. cuja razao é o coeficiente de n, ou seja, 5 e o primeiro termo
€ calculado a partir da expressao a4 — r = -8. Sabendo-se que r = 5, entdo é imediato que a; = -3.

De fato, substituindo-se n pelos primeiros numeros naturais, encontra-se a P.A.: (-3, 2,7, 12, ...).

2.2. Progressoes Aritméticas de Ordem Superior

As progressoes apresentadas anteriormente sdo todas de primeira ordem, pois a diferenca
an — an1 de quaisquer dois termos consecutivos resulta em uma constante, que nada mais é do que
arazao da P.A.

Porém, existem também as progressées de ordem superior a 1, ou, entao, progressdes
aritméticas de k-ésima ordem, definidas por Lopes (1998, p. 8) como “[...] uma sequéncia de
numeros tais que, apés uma operagao de diferenga entre termos consecutivos da sequéncia,

obtemos uma P.A. de ordem k—1[...]".
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Por exemplo, a sequéncia (2, 4, 11, 26, 52, 92) é uma P.A. de ordem 3, pois: fazendo-se as
diferencgas entre os termos consecutivos encontra-se a sequéncia (2, 7, 15, 26, 40) que, de acordo
com a definicdo, € uma P.A. de ordem k — 1, ou seja, ordem 2. Calculando-se as diferencas
novamente, obtém-se a sequéncia (5, 8, 11, 14), que € uma P.A. de primeira ordem, pois a
subtrac&o de quaisquer dois termos consecutivos resulta na constante r = 3. Assim, conclui-se que
asequéncia (2,4, 11, 26, 52, 92) é, de fato, uma P.A. de ordem 3, pois apés 3 subtragdes sucessivas
encontra-se um valor constante.

Assim como para as progressdes de primeira ordem, € possivel obter o termo geral de
progressdes de ordem superior, embora sejam escassas as pesquisas cientificas referentes ao
tema.

Lopes (1998) apresenta uma expressao algébrica que relaciona o primeiro termo e a razéo
de uma P.A. de ordem 2 com o primeiro termo da P.A. de primeira ordem que resulta das diferengas
entre os termos consecutivos. Através dessa expresséao, é possivel obter um polinémio de grau 2,
que é o termo geral para a P.A. de segunda ordem. Assim, essa ideia é estendida para progressoes
de k-ésima ordem, através de um procedimento em que, conhecendo-se os primeiros termos de
uma P.A. de ordem k, encontra-se como termo geral um polinémio de grau k.

Por sua vez, Chagas e Rocha (2012) apresentam uma ideia diferenciada, utilizando numero
binomiais e a notagdo de somatério para obter uma expressao para o termo geral de progressdes
de k-ésima ordem. Entretanto, neste artigo sera apresentada uma proposta alternativa a essas

duas, como explicitado a seguir.

3. Metodologia

Para obter-se o termo geral de uma progressado de ordem Kk, utilizar-se-a o conceito de
integral, uma vez que o polindmio que representa uma P.A. também pode ser compreendido como
uma funcgdo polinomial. Nesse procedimento reside o maior grau de originalidade do presente
trabalho, visto que a aplicagao da integral ndo é encontrada na bibliografia referente a progressoes
aritméticas de ordem superior.

Em um primeiro momento, o calculo da integral indefinida sera amplamente utilizado,
enquanto que a parte final da deducéo, por sua vez, contard com o emprego de uma logica de
percepgao e generalizagao de padrdes para obter-se uma expressao que permita calcular qualquer
termo de uma P.A. de k-ésima ordem, conhecendo-se, apenas, 0 seu primeiro termo e o valor da
constante encontrada apo6s k subtracdes, definida aqui como a razéo r da P.A. de primeira ordem
associada a P.A. de ordem k.

Além disso, empregar-se-a o recurso tecnoldgico do software MATLAB no desenvolvimento
de um algoritmo que utiliza os resultados deste trabalho para gerar progressodes aritméticas de k-

ésima ordem.
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4. Resultados e Discussao

Para deduzir-se o termo geral de uma P.A. de ordem k, inicialmente tomar-se-a como
exemplo a sequéncia (4, 6, 8, 10, ...), representada através da fungéo polinomial p(n) = 2n + 2.

Segundo Stewart (2009), pelo calculo da integral indefinida de uma fung¢ao f(x), encontra-se
uma fungao F(x), dita primitiva. Portanto, nesse caso calcular-se-a a integral da fungao p(n), a fim

de encontrar a primitiva P(n), assim:

P(n)=[(@2n+2)dn 3)

P(n)=n?+2n+¢C (4)

A funcao primitiva P(n) representa uma P.A. de ordem 2, o que pode ser comprovado
calculando-se os seus primeiros termos. Para isso, inicialmente ignorar-se-a a existéncia da
constante C, resultante do processo de integracdo, mas logo retornar-se-a a ela.

Assim, substituindo-se n pelos primeiros niumeros naturais, obtém-se a sequéncia (3, 8, 15,
24). Calculando-se a diferenga entre os termos consecutivos, encontra-se a sequéncia (5, 7, 9), que
€ uma P.A. de primeira ordem, comprovando-se, assim, que a P.A. obtida a partir de (4) é realmente
de ordem 2.

Entretanto, de acordo com Stewart (2009), uma integral indefinida representa uma familia
de primitivas, existindo uma para cada valor da constante C. Ou seja, obter-se-a uma P.A. diferente
para cada valor de C, sendo que a razédo da P.A. de primeira ordem associada a cada uma delas
sera a mesma, poréem o primeiro termo da P.A. de segunda ordem assumira valores distintos.

Para o interesse deste estudo, é necessario encontrar um valor para C que gere uma P.A.
com o valor desejado para o primeiro termo. Ainda utilizando (4), definir-se-a um valor para C que
gere, por exemplo, uma P.A. de segunda ordem cujo primeiro termo é 8. Para isso, deve-se,
simplesmente, substituir P(n) por 8 e n por 1, resultando em C = 5. Dessa forma, tem-se a seguinte

funcao polinomial:

P(n)=n®>+2n+5 (%)

Atribuindo valores a n, obtém-se a P.A. de segunda ordem: (8, 13, 20, 29), cujo primeiro
termo é 8, assim como se pretendia obter.

De acordo com os teoremas elementares do calculo de integrais, apresentados por Stewart
(2009), a integragao de uma fungéao algébrica de grau n resulta em uma primitiva cujo grau é n + 1.
Aplicando-se essa mesma ideia as progressoées aritméticas, pode-se afirmar que a cada vez que se
integra o termo geral de uma P.A. de ordem k, obtém-se uma P.A. de ordem k + 1. Assim, conclui-

se que a ordem de uma P.A. é indicada pelo grau do polindmio correspondente.
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Nessa perspectiva, para obter-se o termo geral de uma P.A. de ordem k é necessario fazer
k — 1 integracdes a partir de um polindbmio de grau 1; ou, entdo, obter uma expressao genérica que
sirva para qualquer ordem de P.A., como sera demonstrado a seguir.

Integrando-se (2) em relagdo a n, ou seja, considerando o primeiro termo e a razao

constantes, obtém-se:

n%r
P(n)=a1n+7—nr+c (6)

Portanto, (6) € o termo geral para uma P.A. de segunda ordem, que, colocando-se n em

evidéncia, pode ser escrito da seguinte forma:

nr
a;2)=n(a1+7—r)+C (7)

Analogamente, pode-se integrar (6) a fim de encontrar-se o termo geral de uma P.A. de

terceira ordem. Assim:

2

P,(n) = [andn+ [ %dn—fnrdn (8)
n? nr

a;3) =7(a1+?—r)+C (9)

Continuando o processo de integracdo, obter-se-a os termos gerais para progressoes

aritméticas de quarta e quinta ordem, representados pelas expressées (10) e (11), respectivamente:

3

@ _n nr_ 10

a, _6(a1+4 r)+C (10)
4

G _" n_ 11

an —24(a1+5 r)+C (11)

As expressoes (7), (9), (10) e (11), que representam termos gerais de progressdes de ordem
superior, sdo suficientes para que se perceba algumas regularidades importantes para a obtencgéo
de um termo geral para a k-ésima ordem.

Inicialmente, pode-se afirmar que a parte da expressao que se encontra entre parénteses &
a mesma em todos os casos, exceto pelo numero que divide nr, que é sempre igual ao grau k da
P.A. Além disso, pode-se afirmar que o grau de n, em evidéncia, é k— 1 e o numero que o divide é
(k = 1)! em todas as expressdes. Desse modo, o termo geral pode ser escrito como:

L0 _ nk-1
n (k—=1)!

Se (12) é valido para qualquer ordem de P.A., deve ser para a ordem 1 também. Entao,

(a2 1)+ (12)

substituindo-se k por 1 em (12) e ignorando a existéncia da constante, obtém-se:

0

an =77 (01 + 7~ 7) (13)
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a,=a;+nr—r (14)

Assim, percebe-se que (14) é equivalente a (1) e a (2), ou seja, € igual ao conhecido termo
geral de uma P.A. de primeira ordem. Portanto, fica comprovado que (12) também ¢é valido quando
k=1.

Entretanto, a constante C de (12) implica que a expressao algébrica fornece ndo apenas
uma determinada P.A., mas uma familia de progressdes de ordem k. Isso significa que, mesmo
definindo-se um valor para a:, a P.A. encontrada nao tera como primeiro termo o valor que foi
definido, a menos que se descubra qual € o valor de C que produz o resultado desejado.

Tal valor pode ser definido algebricamente, de modo que valha para todos os casos

possiveis. Para isso, basta substituir a, por a1 € n por 1 em (12) e isolar C, da seguinte forma:

1k—1

a1=m(a1+£—r)+6 (15)
a, r ro
Yol k=D k=1 ¢ (16)

Assim, uma vez definido o valor genérico de C, somar-se-a esse resultado a (12), obtendo-

se o termo geral definitivo de uma P.A. de k-ésima ordem:

(18)

nk-1 nr a,(k'=k)+r(k -1
200 _ r)+ 1( ) +7( )

n‘w—nxﬁ+?_ K

Uma das caracteristicas do trabalho com progressdes de ordem superior é a presenca de
numeros muito grandes e ndo inteiros, o que, inclusive, justifica-se pela complexidade de (18).
Portanto, torna-se interessante a possibilidade de desenvolver um programa no software MATLAB
para calcular os termos de progressdes de ordem superior, evitando-se, assim, a realizagdo de
calculos trabalhosos manualmente.

A partir do resultado obtido em (18), desenvolveu-se um algoritmo muito simples, em poucas
linhas de programagao, com uma condigao e dois lagos de repeticdo; como pode ser observado na
Figura 1, que apresenta o cédigo do algoritmo.

Para que o usuario possa utilizar o programa, ele deve informar a ordem da P.A., o valor do
primeiro termo, a razdo e quantos termos deverao ser calculados. Assim, o resultado fornecido é

uma P.A. nas condi¢des estipuladas pelo usuario.
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Figura 1 — Cadigo do programa desenvolvido no MATLAB.

1 - clc
2 — clear
2= k=input ("Entre com a ordem da P.&4.: ");
4 — a=input ("Entre com o wvalor do primeiroc termo: ') ;
== r=input ("Entre com o wvalor da razdo: "):
& — ¥=input ("Entre com a guantidade de termos a serem obtidos: ') ;!
7 - C=(a* (factorial (k)-k)+r*(k-1))/factorial (k) :
g - for n=1:x
9 — FA(m)=n"(k-1)# (a+n*r/k-r) /factorial (k-1) + C:
10 - end
11 = fprintf("\nA P.4 &:'\mn')
12 — fprintf("\n"):
13 = if x==1
14 - fprintf (" (%¥2.4f)\n',PL)
15— else
16 — fprintf (' (%2.4L,",PR(1)})
17 - for m=2:x-1
18 = fprintf (' %2.4f,',PA(n))
all- Mo end
20 — fprintf(' %2.4f)'\n",PR(X))
21 — end
Fonte: Elaboragao do autor, 2017.
Por exemplo, definindo-se k=4, a1 = 6, r = 12 e a quantidade de termos igual a 7, obtém-se
a P.A.: (6, 6.5, 20, 70.5, 194, 438.5, 864), como percebe-se na Figura 2, que mostra o resultado

fornecido pelo programa no MATLAB.

Figura 2 — Exemplo de P.A. obtida no MATLAB.

Command Window + O A X
Entre com a ordem da P.A.: 4
Entre com o valor do primeiro termo: &
Entre com o valor da razdo: 12
Entre com a quantidade de termos a serem obtidos: 7
L P.L. é&:

fx (6.0000, 6.5000, 20.0000, 70.5000, 194.0000, 438.5000, 864.0000)>>

Fonte: Elaboragao do autor, 2017.

Para comprovar que a sequéncia gerada pelo programa é realmente uma P.A. de ordem 4,

pode-se calcular as diferencas sucessivas entre os seus termos consecutivos, até que se encontre

uma P.A. de primeira ordem. Assim, a primeira diferenga resulta na seguinte P.A. de ordem 3: (0.5,

13.5, 50.5,

123.5, 244 .5, 425.5). Repetindo-se o procedimento, obtém-se uma P.A. de ordem 2 com

os seguintes termos: (13, 37, 73, 121, 181). Por fim, com mais uma diferenca, chega-se a P.A. de

primeira ordem: (24, 36, 48, 60), com r =12, assim como foi determinado inicialmente.
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5. Consideragodes Finais

Pelas demonstracdes e discussdes apresentadas nesse artigo, conclui-se que é possivel
obter um termo geral para progressdes de k-ésima ordem a partir de um processo de integragéo,
uma vez que toda progressao aritmética pode ser representada por um polindbmio cujo grau é
equivalente a ordem da P.A.

Por meio da aplicagéo da integral indefinida de uma fungao, percebe-se que as progressoes
aritméticas estao relacionadas a elementos de outros campos de interesse da Matematica Pura.
Outra articulagdo muito importante da-se através da utilizagcdo do MATLAB, demonstrando, assim,
que na sociedade contemporanea as tecnologias digitais surgem como excelentes ferramentas de
apoio a Matematica.

Certamente, essas relacdes, que muitas vezes podem parecer inusitadas, contribuem para
0 enriquecimento dos conhecimentos matematicos, resultando, assim, em importantes discussdes

gue consideram o estudo de sequéncias numéricas e padroes.
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