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Resumo

A recuperagdo de parametros de sinais modelados por somas de
exponenciais complexas € o tema deste artigo. Neste artigo, os sinais sao
gerados por sistemas lineares invariantes no tempo, que podem ser
modelados por equacdes diferenciais, se os sinais forem analdgicos, e
por equacgdes de diferengas, se os sinais forem digitais. A teoria de sinais
e sistemas tem aplicagbes nas mais diversas areas de conhecimento,
caracterizando-se como um importante campo de atuagdo da Matematica
Aplicada e da Computacao Cientifica. Para estimar os parametros dos
sinais citados, far-se-a o uso de duas combinacbes de métodos de
Algebra Linear Computacional: Prony e Minimos Quadrados, e Kung e
Minimos Quadrados, em que os métodos de Prony e Kung recuperam os
expoentes das exponenciais € o método dos minimos quadrados
recupera os coeficientes lineares do modelo estudado. Além da
apresentagdo e validagdo dos métodos combinados por meio da
recuperacdo dos parametros de um sinal sintético, é realizada a
recuperagdo dos parametros de um sinal real, utilizando o software
MATLAB.
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Abstract

The retrieval of signal parameters modeled by sums of complex
exponentials is the subject of this paper. Here signals are generated by
time invariant linear systems, which can be modeled by differential
equations, if the signals are analog, and by equations of differences, if the
signals are digital. Theory of signals and systems has applications in the
most diverse areas of knowledge, characterizing itself as an important
field of action of Applied Mathematics and Scientific Computation. In order
to estimate the parameters of the mentioned signals, two combinations of
Computational Linear Algebra methods are used: Prony and Least
Squares, and Kung and Least Squares, wherein the Prony and Kung
methods retrieve exponents of exponentials and least squares method
retrieves the linear coefficients of the studied model. Besides presentation
and validation of the combined methods by recovering the parameters of
a synthetic signal, the parameters of a real signal are retrieved using
MATLAB software.

1. Introducao

O problema da recuperacao de exponenciais de sinais € bastante antigo, ja tendo sido

tratado por diversos pesquisadores, como Prony (1795), Kung (1978), Kumaresan e Tufts (1982),
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Kumaresan et al. (1984), Bazan e Cardoso (2000). Este problema envolve matrizes de posto
incompleto e técnicas de Algebra Linear Computacional e de Teoria de Sinais. Em particular,
sistemas lineares invariantes no tempo sé&o utilizados para dar um tratamento adequado aos dados
observados experimentalmente, ou gerados sinteticamente, para que se possam recuperar 0s
parametros do sinal de entrada com base nos dados de saida do sistema, caracterizando um
problema inverso.

O problema da recuperacao de exponenciais de um sinal € comum a diversas areas, tais
como comunicagbes, localizacdo de objetos por radar, processamento sismicos de sinais,
identificacdo paramétrica de sistemas dindmicos, analise modal de estruturas mecanicas,
ressonancia magnética nuclear, diagndsticos médicos etc.

Neste artigo, receberdo especial atencéo os sistemas lineares invariantes no tempo (SLIT),
que podem ser representados matematicamente por equagdes de diferencas, no caso de sinais
digitais, e por equacgdes diferenciais, no caso de sinais analdgicos. Equacdes deste tipo apresentam
como solugcao somas ponderadas de exponenciais complexas, e assim fica estabelecida a relagao
entre os sistemas de tipo SLIT e o problema a ser explorado, que consiste em recuperar os

parametros dos sinais modelados por

d d
hk — Zr}_zjk — ZT}e(awaf)kM (11)
j=1

j=1

em que os coeficientes 1; € C, i?=-1, @ <0,w; ER, eAt € a taxa de amostragem.
Sinais deste tipo geralmente sdo associados a resposta impulsiva de sistemas lineares
invariantes no tempo, e o significado dos parametros envolvidos depende do sistema em estudo ou

da origem do sinal. Outra forma de entender o problema é: dada uma sequéncia finita de amostras

flk = h'k + 1% (12)

comk =1,..,L, em que g, representa os ruidos, ou incertezas do sinal, o problema consiste em
calcular o numero d de componentes do sinal, e estimar os coeficientes r; e as exponenciais z;.
Assumindo o numero de componentes do sinal como conhecido, tem-se a reducéo do problema a
estimar as exponenciais e os coeficientes da Eq. (1.1).

Este texto reflete os resultados das pesquisas realizadas, ao longo de um ano, em um projeto
de Iniciagao Cientifica desenvolvido pela segunda autora, sob orientagéo do primeiro, e financiada
pela Fundagao Carlos Chagas Filho de Amparo a Pesquisa do Estado do Rio de Janeiro (FAPERJ).

Nas proximas secdes, sdo apresentados elementos da Teoria de Sinais e Sistemas,
seguidos de métodos de Algebra Linear Computacional utilizados para a estimacdo de parametros
de sinais modelados por somas de exponenciais complexas, em particular, duas combinagoes:

Prony e Minimos Quadrados, Kung e Minimos Quadrados. Os métodos de Prony e Kung para
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recuperar os expoentes das exponenciais, e 0 método de Minimos Quadrados para recuperar os
coeficientes lineares do modelo a ser estudado. Por fim, é realizada a recuperagao de parametros
de um sinal gerado sinteticamente, seguida da recuperagao de parametros de um sinal real, obtido

experimentalmente a partir de um problema da area de modelos de qualidade de agua.

2. Elementos de Teoria de Sinais e Sistemas

Pode-se definir um sinal como uma fungao de uma ou mais variaveis independentes, que
carrega consigo varias informagodes. Por isso, € muito importante o processamento de sinais, que
consiste basicamente na representacdo matematica do sinal, seguida da aplicacdo de algoritmos
para a extracao da informacao nele contida. Por exemplo, pode-se desejar desenvolver uma técnica
que separe dois sinais combinados previamente, pode-se desejar dar énfase a um parametro
especifico do sinal, ou ainda, estimar um ou mais de seus parametros.

A Teoria de Sinais € usada nas mais diversas areas do conhecimento, alguns sinais comuns
e aplicagbes sdo, por exemplo, o eletrocardiograma, sinais de voz e musicais, processamento de
imagens, filtros e equalizadores, sistemas de reducao de ruido, efeitos sonoros especiais, geracao
de sinais de radio, etc.

Um sistema € um modelo matematico que relaciona o sinal de entrada com o sinal de saida.
Se x e y forem os sinais de entrada e saida, respectivamente, entdo o sistema é visto como uma

transformacgéo de x em y. Essa transformacgéo pode ser representada por:

y = T{x} (2.1)

em que T é o operador que define a regra em que x é transformado em y.

Se o operador T da Eq. (2.1) satisfazer o principio da superposi¢ao, ou seja,

T{a1x1 + ax2} = a;y; + azy, (2.2)

no qual a; e a, sdo escalares quaisquer, entdo T é um operador linear e o sistema por ele
representado também é um sistema linear.

Um sistema é chamado de invariante no tempo se um deslocamento (atraso ou avango) no
tempo do sinal de entrada provoca o mesmo deslocamento no sinal de saida. Entao, define-se que

o sistema é invariante no tempo quando,
T{x(t —to)} = y(t —tx),Vty € L (2.3)

Um Sistema Linear Invariante no Tempo é um sistema que satisfaz ambas as propriedades,
a da linearidade e a da invariancia no tempo. “A analise matematica de SLITs é relativamente facil

e, por isso sistemas deste tipo tém sido amplamente desenvolvidos e utilizados nos ultimos 30 anos”
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(MITRA, 1998, p. 74). Matricialmente, a invariancia no tempo é caracterizada por matrizes dos tipos
Hankel e Toeplitz.

Uma vez estabelecidos os conceitos e propriedades que cercam o problema em questao,
cabe estudar as técnicas para processamento de sinais que possibilitam estimar os parametros dos

sinais modelados pela Eq. (1.1).

3. Métodos

Como destacado anteriormente, o problema em tela consiste em estimar os coeficientes, T,
e as exponenciais, z;, de sinais modelados pela Eq. (1.1), reproduzida a seguir. Para isso, far-se-a

uso de trés métodos de Algebra Linear Computacional.

hk=
J

d
]

d
er_k — z 7,}_e(aj+ioz)j)kAt (31)
1 =1

E importante notar que os coeficientes r; entram linearmente no modelo, enquanto os
parametros embutidos nas exponenciais z;, entram ndo linearmente. Para estimar “a parte n&o
linear” do modelo (as exponenciais z;), neste artigo séo utilizados os métodos de Prony e Kung.
Uma vez conhecidas as exponenciais z;, os coeficientes 7; podem ser determinados resolvendo-se

um problema com a utilizagdo do método de minimos quadrados lineares.

3.1. Método de Prony

O método de Prony foi desenvolvido originalmente em 1795, por Gaspard Riche, Barao de
Prony, que acreditava que as leis que governam a expansao de gases poderiam ser modeladas por
meio de uma soma de exponenciais amortecidas (MARPLE,1987). Apesar de ser um dos primeiros
métodos paramétricos de analise espectral, o problema da recuperacdo de exponenciais de um
sinal ainda é muito utilizado em diversas areas.

A contribuicao efetiva de Prony foi perceber que a Eq. (3.1) é solugcado de um sistema de
equacgoes de diferengas homogéneas com coeficientes constantes, uma vez que se trata de uma
combinagéo linear de exponenciais, descobrindo assim um método eficiente para a determinagao
das exponenciais z;.

Para encontrar a forma desta equagao de diferengas, primeiramente é definido o polindmio
P(z), com grau d, no qual d representa 0 nimero de componentes do sinal, supostamente

conhecido, cujas raizes sdo os parametros z;, [ =1, ..., d,

d
P =] |@-=) (3.2)
=1
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O polinbmio definido na Eq. (3.2), na sua forma expandida, € reescrito como:

d d
P = | |e-2=) e (3.3)
=1 i=0

Observe que y; =1. Fazendo uso das equacbes (3.1) e (3.3), juntamente com as

propriedades de somatério, tem-se:

d d d d
— JH _ J i _
ZV} ]+l_zyjznzl _Zyjzrlzlzl_
= anliZyjzl = anlP(zl) =0
=1 j=0 =1

Note que P(z) é o polindmio definido na Eq. (3.3), avaliado para cada uma de suas raizes
z;, 0 que leva o somatorio a ter zero como resultado.
Deste modo, é possivel estimar os parametros do modelo, uma vez que o sinal é solugao do

seguinte sistema de equagodes de diferengas,

Z)/jhj+i=0,com1SiSL—d (3.5)
j=0

Em que L é igual ao numero de amostras de um mesmo sinal.
Para exemplificar o sistema de equacdes de diferengcas representado pela Eq. (3.5),
considere d =4 e L = 8. Desenvolvendo o somatério e escrevendo explicitamente o sistema

resultante, obtém-se,

Yohi +v1hy + v2hs + y3hy + y4hs =0
Yohz + v1hs + v2hs + y3hs + y4he =0

3.6
Yohs + v1hs + v2hs + y3he + y4h; =0 (36)
Yohs + V1hs + v2he + ¥3h; + y4hg =0
Comoy, =1, tem-se:
Yohi + v1hy + ¥2hs + y3hy = —hs
Yohz + v1hs + v2hy + v3hs = —hg (3.7)

Yohs + V1hy + v2hs + y3he = —h;
Yohs + V1hs + v2he + ¥3h; = —hg
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As equacgdes do sistema (3.7) podem ser escritas na forma matricial

hi hy hs hy][Yo hs
hy hs hy hs|[Vi|_ |he
h3 h4 h5 h6 )/2 - h7 (3 ) 8)

A invariancia do comportamento do sistema a deslocamentos no tempo pode ser visualizada
por meio das diagonais da matriz de coeficientes do sistema acima, chamada matriz de observacéo.

Generalizando, chega-se a equagao matricial a seguir,

hy h, hasq
h-Z h3 hd+1 hd+2 (39)
hi—a hp—ge1 - Ya-1

Note que conhecido o sinal hq, h,, ..., h;, 0 objetivo é determinar y,, vy, ... , ¥4—1 - Fazendo, em
(3.9), L = 2d, obtém-se uma matriz quadrada que, se invertivel, permite determinar yy,v1, .. , Ya-1 -
A solugao deste sistema (3.9) permite que se construa o polindmio descrito em (3.3).

Assim, o método de Prony sintetiza-se na resolucdo do sistema (3.9) e, em seguida,

determinam-se as solugdes de P(z) = Z?=0yizi = 0, que s&o os parametros z; da Eq. (3.1).

3.2. Relagao entre o Posto da Matriz Observagao e o Numero de Componentes do Sinal

Existe uma relacdo importante entre o nimero de componentes do sinal e a matriz de
observacdo que é construida com os dados observados ou gerados sinteticamente. A matriz
frequentemente utilizada para representar a invaridncia do comportamento do sistema a

deslocamentos no tempo é conhecida como matriz do tipo Hankel, e é definida como:
H = (hij)an’ onde h” = hi—l,j+1 (310)

Considere a matriz com estrutura Hankel de ordem M x N a seguir,

hl hl+1 hl+N—1
H() = hl:“ hﬂ” v hl:“V (3.11)
hiym—1 Piem o Ppman—2

Fazendo uso da Eq. (3.1), pode-se decompor (3.11) da seguinte forma,

H() = VyZ'RVT (3.12)

em que V), € a matriz de Vandermonde,
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[ 1 1 1 ]
Z4 Zo . Zg
Vy =| 2% z2 .. Z3 (3.13)
zM-1 Zé"’._l zy-1
e Z e R sdo matrizes diagonais,
Z =diag(zy,...,24) e R = diag(ry, ..., 74) (3.14)

Da decomposigao (3.12) tem-se que o subespago coluna da matriz H(l) € gerado pelas
colunas de V,, e o subespaco linha de H(l) é gerado pelos conjugados das colunas V,. Ambos os
subespacos sao usualmente chamados de subespaco sinal, e se min{M, N} > d, entdo o posto de
H(l)é d. Em outras palavras, se a matriz observagido tiver posto incompleto, o nimero de
componentes do sinal é o posto. No entanto, este resultado vale apenas se o sinal for livre de ruidos
(BAZAN; CARDOSO, 2000).

3.3. O Método de Kung

O método de Kung, criado em 1978, é bastante utilizado em estudos da area de Ressonancia
Magnética Nuclear, nos quais é mais conhecido como Hankel Singular Value Decomposition’
(HSVD). Nas préximas linhas, encontram-se os fundamentos matematicos e a descricdo deste
método.

Sejam V), a matriz de Vandermonde definida em (3.13), cujas colunas geram o espago
coluna de H(l), Z a matriz diagonal definida em (3.14), A, uma matriz formada por todas as linhas
da matriz V,,, exceto da ultima, e B, uma matriz formada por todas as linhas da matriz V,;, exceto a
primeira, entdo AZ = B.

Dizer que H(l) é invariante ao deslocamento significa dizer que o espago coluna de
H(l + 1) esta contido no espago coluna de H(l). Deste modo, assegura-se que se V é outra matriz
cujas colunas geram o subespago coluna de H(l), e se A e B sao obtidas a partir de V,
analogamente, como A e B foram obtidas a partir de V},, entdo existe uma matriz T;.,;, chamada

de matriz transicgao, tal que
AT =B (3.15)

Como as colunas de Vy, e as colunas de V geram o espacgo coluna de H (1), entao existe uma

matriz F € C%*¢, n&o singular, tal que

" Decomposigdo em Valores Singulares de matriz Hankel, em livre tradugao.
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V=VyuF (3.16)
Decompde-se V e V;, como
v= (4= Ble =[5 [l @

em que x é a ultima linha de V, y é a primeira linha de V, e € um vetor linha, com d colunas, em que
o elemento de todas as colunas é o numero 1.

Fazendo uso das decomposigdes (3.16) e (3.17), pode-se reescrever A e B como,

A = VM—lF e B = VM—le (318)
Substituindo A e B em (3.15), tem-se

(Vyy_F)T = Vo _ZF (3.19)

ou ainda,
T =F W Vy_ZF = F1ZF (3.20)

em que VL_l € a matriz pseudoinversa? de V,,_,. Ou seja, a matriz T da relagio expressa na Eq.
(3.15) é dada por T = F~1ZF.

De (3.20) nota-se que T é diagonalizavel, sendo Z sua diagonalizagao e, com isso, 0s
autovalores de T sdo os mesmos que da matriz Z, z;, com [ =1, ..., d.

O método de Kung baseia-se na decomposi¢gdo em valores singulares, SVD, da matriz
observagao H(l). A matriz V é a matriz dos vetores singulares a esquerda, associados aos valores

singulares nao nulos. Deste modo, a solugéo da Eq. (3.20) é calculada via pseudoinversao,
Ty = ATB (3.21)

Como foi apresentado, os autovalores de Ty s&o os parametros embutidos nas exponenciais
zjda Eq. (3.1).

3.4. O Método dos Minimos Quadrados

No modelo descrito pela Eq. (3.1), o método dos minimos quadrados é utilizado para a

estimagao dos coeficientes lineares ;. No método dos minimos quadrados, procuram-se polinémios

2 Se A é uma matriz com colunas linearmente independentes, sua pseudoinversa é denotada por A", e definida
por AT = (4TA)"1AT. (POOLE, 2004, p. 535). E claro, entéo, que A'A = I, ou seja, AT é uma inversa pela
esquerda da matriz A.
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que ajustem uma curva a um conjunto de dados atendendo a algum critério estabelecido a priori,
sem exigir que a curva passe sobre algum dos pontos dados (CUNHA, 2000).

O problema dos minimos quadrados consiste em, dado um vetor b € C e uma matriz A €
C™™ m > n, encontrar um vetor x € C", tal que Ax é a “melhor aproximagdo” para b, isto &,

resolver:
min = ||Ax — b||, (3.22)

O vetor x é conhecido como a solugao do problema de minimos quadrados.
Seja S = {x € C*/ ||Ax — b||, = min} o conjunto de todas as solugdes da Eq. (3.22). Entao

x €S, se e somente se, ocorre a seguinte condi¢cao de ortogonalidade:
AS(b—Ax) =0 (3.23)

na qual A é a matriz transposta conjugada de A.
Da Eq. (3.23) segue que a solugdo dos minimos quadrados satisfaz a equagdo normal a

seqguir:
ACAx = Ab (3.24)

Neste caso, a matriz A, do tipo Vandermonde, corresponde a matriz cujos elementos das
linhas sao os z}‘, k =1,..,L, ja estimados por meio do método de Prony ou do método de Kung. O

vetor coluna b é preenchido com as avaliagdes do sinal no intervalo dado, h, e x é o vetor que

contém os coeficientes 7;, da Eq. (3.1), que € estimado resolvendo-se a equagdo normal (3.24).

4. Estimacao de Parametros

Utilizando-se os métodos apresentados, foram realizadas diversas simulagoes
computacionais para a reconstrucado de sinais sintéticos a fim de promover a validacao das duas
combinacbes de métodos. A seguir, como ilustracdo, segue dados de uma das simulacdes
realizadas no MATLAB.
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Quadro 1 — Comparacao de alguns resultados da aplicagdo dos metodos ao sinal modelado por

1 .1
fIn] = e3E)" comn = 1:1:100,d = 50 e L = 100 na Eq. (3.9).

n s29 pr Ke IS - Pl? IS - K|° |P - K|f
V| e | e | aseEet | tssssets | tomemts | 1mets
10| Slesreorn | areseon | aveareon | 34332E-16 2,2678E-15 | 2,0868E-15
20 | SUNER | SRR | SUNER | remwete | sweets | assoects
o | saneeees | eammebts | SR | wewers | rsets | remers
0| ot | IIER | dewiet | sawers | issew | o
so | o | Tqmeees | IIER | wrsorere | oswomts | 20soets
60 | o ean | avombn | +oatiecis | 937E-1S 4,1066E-15 | 6,6589E-15
o | JsE% | LEEs | 1EES | eemiers | sasects | oeseis
80 _'16"13523’1255; _'1‘3"13(?23’12;'(?; _'1‘3"13(?23’12;'(?; 3,3260E-15 1,2428E-14 1,0148E-14
90 _gjfggggf; +'§’"$§g§EE_'$gi ;f:?gggg:?gi 8,1814E-15 4,3918E-15 1,1754E-14

aDados do sinal gerado sinteticamente pelo modelo;

b Dados do sinal recuperados utilizando os métodos de Prony e minimos quadrados;
¢Dados do sinal recuperados utilizando os métodos de Kung e minimos quadrados;

4Modulo da diferenca entre os dados do sinal gerados sinteticamente e os recuperados fazendo-se uso dos métodos
de Prony e minimos quadrados;
¢ Moddulo da diferenga entre os dados do sinal gerados sinteticamente e os recuperados fazendo-se uso dos métodos
de Kung e minimos quadrados;
fModulo da diferenga entre os dados do sinal recuperados pela aplicagdo dos métodos de Prony e minimos quadrados,
e Kung e minimos quadrados;
9 Leia-se 7,9678E-01 + 4,6002E-01i como 7,9678x10-! + (4,6002i)x10-".

Fonte: Dados da pesquisa.

1 .
Figura 1 — Dados do sinal f[n] = e(_ 17+ig)n recuperados utilizando a combinagao dos métodos
Prony e Minimos Quadrados, e Método de Kung e Minimos Quadrados (Parte Real).
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Fonte: Dados da pesquisa.
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LT

1
Figura 2 — Dados do sinal f[n] = e(_ 17+ig)n recuperados utilizando a combinagéo dos métodos

Prony e Minimos Quadrados, e Método de Kung e Minimos Quadrados (Parte Imaginaria).
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Fonte: Dados da pesquisa.

Figura 3 — Grafico do modulo da diferenga entre o sinal original e os sinais reconstruidos.
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Fonte: Dados da pesquisa.

A partir do exposto no Quadro 1 e nas Figuras Figura 1,Figura 2 e Figura 3, é possivel notar
gue ambas as combinacdes de métodos se mostraram eficientes para a estimacao dos parametros
de f[n]. No entanto, pode-se observar na Figura 3 que a combinagao dos métodos de Prony e
minimos quadrados mostrou-se sutilmente melhor. Nas Figuras Figura 1 e Figura 2, percebe-se que
as partes reais e imaginarias dos sinais reconstruidos sao praticamente coincidentes com as do
sinal gerado sinteticamente, livre de ruidos que ndo sejam os intrinsecos aos processos NumMericos
envolvidos nas simulagdes. Assume-se aqui, esta simulagdo como necessaria a validacdo das
combinagdes de métodos aplicados ao problema.

Agora, serao utilizados dados obtidos experimentalmente por Barbosa Jr. (1997). Seu
objetivo era estudar a disperséo longitudinal de um constituinte em um trecho do Rio Jacaré-Guacu
(SP), estimando a concentragdo de um contaminante em um tempo e em uma posigao,

considerando conhecidas as caracteristicas do rio e a descarga do contaminante. Os dados

REMAT, Bento Gongalves, RS, Brasil, v. 3, n. 1, p. 174-190, julho de 2017.



Agnaldo da C. Esquincalha, Kellen L. Moraes 185

assumidos por Barbosa Jr. foram: 248g de rodamina-WT diluidas em 10l de agua e liberados de
forma instantanea sobre a linha de corrente central do escoamento.

Para validar os resultados obtidos experimentalmente por Barbosa Jr. (1997), serao
utilizados aqui dados de Sousa et al. (2008), que fizeram uso da solu¢ao da equacao da advecgao-

difusao unidimensional, apresentada abaixo, com condic¢des inicial e de contorno especificas:
ac ac 0%C

L tyu— =D — 4.1
5 TUgr = Damz —® <x<+w,t>0 (4.1)

na qual,
C = C(x,t) = concentragao [ML-3]
u = componente longitudinal instantadnea da velocidade [LT-1]
D’ = coeficiente de dispersao longitudinal [L2T-1]
x = posigao longitudinal em relagdo a entrada do sistema [L]

A solucado fundamental de (4.1) decorre da injecio instantdnea de uma massa M de uma
substancia conservativa, distribuida de modo uniforme em uma secdo transversal de area A,
localizada em x = 0. A solucdo foi obtida, no caso estudado por Sousa et al. (2008), para as

seguintes condigdes iniciais e de contorno:

M
C(x,O)=Z6(x) —00 < x < +00
C(+o0,t) = 0 t>0

(4.2)

em que 6(x) denota a fungéo delta de Dirac, que, neste caso, representa uma unidade de massa
de constituinte dentro de um espaco infinitamente pequeno, com a propriedade de ser nula no tempo
inicial em todos os lugares, exceto na posigao de injecdo da massa M do constituinte, ou seja, em
x=0,e [ 80) dx=1.

A solucao do sistema composto por (4.1) e (4.2) é da forma

(1) =2~ (4.3)
C(x,t) = e 4Dt ,—oo<x<+oo,t>0 .
AvV4nrD

Em resumo, utilizam-se neste texto os dados experimentais de Barbosa Jr. (1997) e os
calculados por Sousa et al. (2008). A Figura 4 mostra que a equagédo da advecgao-difusao
unidimensional, com as condigbes adotadas, € eficiente para descrever a comportamento da

concentragao do contaminante em meio fluvial.
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Figura 4 — Concentracdes observadas e estimadas, em uma mesma linha de corrente.
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Fonte: Sousa et al. (2008, p. 6).

Barbosa Jr. (1997) ndo utilizou taxa de amostragem constante, e para que o modelo

explorado neste texto possa ser utilizado, os tempos foram equiespacados da seguinte forma

-
==

At (4.4)

na qual a e b sdo o primeiro e o ultimo tempos em que foram aferidas as amostras, e n 0 nUmero
de aferigdes. No Quadro 3 sdo apresentados alguns dos resultados da aplicagdo dos métodos aqui

estudados, utilizando os tempos equiespagados e aplicando os dados do Quadro 2 na Eq. (4.3).

Quadro 2 — Parametros utilizados na Eq. (4.3).
M (kg) x (m) u (m/s) A(m? D (m%s)
0,248 2 250 0,44 24,2 52

Fonte: Barbosa Jr. (1997, p. 187) e Sousa et al. (2008, p. 5).
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Quadro 3 — Alguns resultados da aplicagdo dos métodos aos dados gerados pela solugéo da
equacéao de advecgao-difusao.

foh SE P Kd ISE - PJ? ISE - P|f P - K¢
5,7088E+01 | 93720E-03 | [oledt s | SOTRI0% | 3.147700E-08 | 1,208600E-08 | 4,346500E-08
6.2344E+01 | 19085E-01 | 100E | DIORSED | 4,402000E-07 | 1,602700E-07 | 5996600E-07
6,7600E+01 | 1,5286E+00 | yoet8 T | 1oSTEF ) | 1,109900E-07 | 1,512900E-07 | 2,622800E-07
72856E+01 | 59337E+00 | PUSIETOY | BESSIETIR | 1,602200E-06 | 7.424300E-07 | 2,343600E-06
781126401 | 12897E+01 | 120 | iy | B:615600E-07 | 2,596400E-07 | 9,211600E-07
8.336BE+01 | 17519E+01 | LI olaE O | e o | 1,183000E-06 | 6,433400E-07 | 1,826300E-06
8.8624E+01 | 16170E+01 | POl | . | B.567900E-07 | 5,719400E-07 | 1,226900E-06
9.3880E+01 | 1,0824E+01 | SSEAETOL | LOCRAETDL | 1,880600E-07 | 5,962100E-07 | 5,025000E-07
9.9135E+01 | 55207E+00 | OSZOTETON | 585 TO% | 1,119000E-06 | 1,021800E-06 | 2,139800E-06
1,0430E+02 | 224638400 | 22835 | 223005100 | 4,646700E-07 | 6,544400E-07 | 1,081300E-06
1,0065E+02 | 7,4988E-01 | JFOdBOEDL | T | 1.656600E-06 | 1,561000E-06 | 3,203600E-06
114908402 | 2,1136E-01 | 2 o0m L | 2 ot | 1408100E-06 | 1,196400E-06 | 2,597600E-06
120168402 | 51420802 |  ZEI | O 2N O | 7.009100E-07 | 5,593400E-07 | 1,257800E-06
126416402 | 1,1005E:02 | 3:l000E 00 | O % | 2.361200E-07 | 1,733700E-07 | 4,089100E-07
128046402 | 48755603 | @00t 00 | HIOAEONS | 4,823100E-08 | 3,469900E-08 | 8,282000E-08

aTempo em minutos, equiespagado de acordo com a Eq. (5.5);

b Dados calculados utilizando a solugdo da equagdo da advecgao-difuséo;
¢Dados do sinal recuperados utilizando os métodos de Prony e minimos quadrados;
dDados do sinal recuperados utilizando os métodos de Kung e minimos quadrados;
¢ Modulo da diferenga entre os dados do sinal gerados sinteticamente e os recuperados fazendo-se uso dos
métodos de Prony e minimos quadrados;
fMdédulo da diferenga entre os dados calculados e os recuperados fazendo-se uso dos métodos de Kung e
minimos quadrados;
9 Mddulo da diferenca entre os dados recuperados pela aplicagdo dos métodos de Prony e minimos
quadrados, e Kung e minimos quadrados;
hLeia-se 5,7088E+01 como 5,7088x10".

Fonte: Sousa et al. (2008).
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Figura 5 — llustracdo do Quadro 3 (completo), tomando as partes reais das colunas P e K.
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Fonte: Dados da pesquisa.

Figura 6 — llustragdo do Quadro 3 (completo), tomando as partes imaginarias das colunas P e K.
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Fonte: Dados da pesquisa.
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Figura 7 — Grafico do modulo da diferenga entre o sinal original e os sinais reconstruidos.
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Fonte: Dados da pesquisa.
A partir dos resultados apresentados no Quadro 3 e nas Figuras Figura 5,Figura 6 eFigura
7, é possivel observar como as combinacbes dos métodos foram eficazes na estimacido dos
parametros do sinal que representa a concentragdo do contaminante ao longo do tempo. Agora, a
combinagido dos métodos de Kung e minimos quadrados mostrou-se um pouco melhor, como se
percebe na Figura 7. Em relacdo a parte imaginaria nas reconstru¢des dos sinais, a Figura 6 mostra

uma oscilagdo muito proxima de zero, como esperado.

5. Consideragoes Finais

Este artigo teve como objetivo apresentar combinagdes de métodos da Algebra Linear
Computacional, no caso Prony e Minimos Quadrados, € Kung e Minimos Quadrados, para
determinar os coeficientes lineares e as exponenciais de sinais modelados por somas de
exponenciais complexas, fazendo uso do software MATLAB para a simulagdo numérico-
computacional.

Fundamentando-se na teoria matematica apresentada e nas simulagdes realizadas como
ilustragao, conclui-se que as duas combinagdes de métodos sio eficazes para a estimacao de
parametros do modelo representado na Eq. (3.1). Numericamente falando, as simulagdes indicam
que o erro apresentado nos sinais reconstruidos, em comparagdo com os originais, € praticamente
desprezivel. Cabe ainda ressaltar que os erros na recuperagao dos parametros dos sinais ilustrados
séo da mesma ordem de grandeza, nao sendo possivel, aqui, inferir sobre qual combinagéo de

métodos seja mais eficiente.
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