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Resumo

Este artigo tem o objetivo de construir a solugdo geral das sequéncias
recorrentes lineares homogéneas com coeficientes constantes. Com o
intuito de facilitar o entendimento do assunto e, assim, atingir uma maior
quantidade de leitores, apresenta-se um argumento alternativo (ver [6],
[10] e [7]). Para tal construcao, foram usadas basicamente derivacao de
polindbmios e indugao matematica. Ressalta-se que a maioria dos livros
que abordam o tema somente enunciam a forma que as solugées devem
ter, mas nao as demonstram.

Abstract

This article aims to build general solution of the homogeneous linear re-
curring sequences with constant coefficients. In order to facilitate under-
standing of the subject and thus achieve a greater amount of readers, we
present an alternative argument (see [6], [10] and [7]) for such construc-
tion. In this investigation, we used basically derivation of polynomials and
mathematical induction. We also emphasize that the most of the books
which deal with the topic only states the way the solutions should be, but
do not demonstrate it.

1 Introducao

Para chegar ao objetivo final deste artigo, inicialmente € definido o que é uma recorréncia

linear homogénea de ordem k& com coeficientes constantes ([8], [11]). A seguir, garante-se a ex-

isténcia de solugdes com condigdes iniciais e que o conjunto das solugbes possui estrutura de

espaco vetorial, que por sua vez possui dimensao k ([4]). Apds isso, € deduzida a equacao car-

acteristica associada a recorréncia e provada a forma das solugdes a partir das suas raizes, reais

ou complexas, porém sem multiplicidade. Como se pretende encontrar & solugdes linearmente in-
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dependentes, deduzimos outras solugdes a partir das raizes multiplas (Proposicao 5.2), sendo que
nesta etapa apenas usamos derivadas de polindémios ([5], [2]). Logo, de forma elementar (usando
somente inducdo matematica) mostramos a independéncia linear das solucdes obtidas, nosso prin-
cipal resultado (Teorema 6.5), podendo, assim, enunciar a solu¢ao geral das equacgdes recorrentes
(Teorema 6.6). Finalizamos o artigo, aplicando a teoria desenvolvida as equacgdes diferenciais or-

dinarias homogéneas de ordem k com coeficientes constantes ([1]).

As sequéncias recorrentes aparecem em diversos problemas matematicos, por exemplo, de
quantas maneiras distintas podemos guardar n dominds de dimensdes 2 x 1 em uma caixa de
dimensao 2 x n, supondo que todos os dominds sao iguais, como se estivessem com a numeragao
para baixo, € sem levar em conta as espessuras desses e da caixa? De fato, esta questao pode ser
resolvida através de uma sequéncia recorrente linear homogénea com coeficientes constantes. A
solugao deste problema foi feita de forma gradativa segundo o nimero de dominds e pode ser vista
em ([3]). A solugao do problema foi feita no formato de oficina em sala de aula para alunos do ensino

médio, assim como outra atividade referente ao estudo das sequéncias recorrentes ([3]).

2 Preliminares

Definicao 2.1. Uma sequéncia é dita recorrente, ou simplesmente uma Recorréncia, quando a
relacdo entre seus termos é dada por uma equacao de recorréncia, que é uma expressao matematica

que relaciona um termo da sequéncia em fungao do(s) termo(s) anterior(es).

Definicao 2.2. Uma recorréncia é dita linear de ordem k, se um termo pode ser expresso em fungao
dos k termos imediatamente anteriores de forma linear, ou seja, se podemos escrever x,, ., em

fungao de x,, (1.—1), Tpy(k—2) - - -» Tn, SAlISTazendo uma relagao do tipo:
Totk = ot (h=1) (1) * Trp (k1) + Fra(k=2)(M) - Ty (o—z) + -+ + fu(n) - 20 + h(n),
onde f;j(n) comn < j <n+ (k—1) e h(n) séo fungbes em n.

Neste artigo, sera visto apenas as recorréncias lineares de ordem £ homogéneas com coe-
ficientes constantes. Portanto, f.(n), fot1(n), -, futk—1)(n) s@o constantes e h(n) = 0. Assim, a

recorréncia tem a seguinte forma:
Tptk = Q1 Tpy (k1) + 02" Tpp(k—2) + -+ k- Tn (1)

onde a1, a9, as, ..., a; SA0 constantes arbitrarias.
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Proposicao 2.3. Se (b1)y, (b2)n, ..., (bi)n S80 solugbes da recorréncia de (1), entdo para as cons-

tantes arbitrarias C,Cs, . .., Cy, temos que Ci - (by)n+ Co- (b2)n+ -+ Ck - (br), também é solugéo.

Prova. Por hipdtese temos,

(OU)n+k = a1+ (01)nt(k—1) T a2 - (b1)ny(h—2) + -+ ag - (b1)n

(b )ntk = a1 - (bk)ny(e—1) + a2 - (bk)ng(o—2) + -+ ag - (bp)n

multiplicando as igualdades por C1,C5,Cs, - - - , Cy, respectivamente, e somando-as
k k
Cre (0)ng + 4 Ch Oidngk = i+ | Y Cj (b)n(e—i)
i=1 j=1

O

Proposicéo 2.4. Dada a recorréncia z,y = a1 - Tpy(g—1) + 2 - Tpy(h—2) + - + ax - v, € NUMeEros

reaisri,rs,...,r,. Existe uma solugdo b, tal que

b1 =7r1,bo =19,...,bp = 1.

Isto é, a sequéncia é unicamente determinada a partir de seus primeiros termos.

Prova. Pelo principio da indugdo completa. Para p = 1, temos:

b1 = ar-bpt+ag-brp1+---+ag-b

= a1 Tp+az Tpg—1+ - +ag- -7,

logo, b+ fica unicamente determinado. Supondo que 0s termos by 1, bi42, . .., by, COMp € N 840

unicamente determinados, entao
begpt1 = a1 bpyp+ag -bpyp1+ - +ag-bpy,

que, por indugdo, é unicamente determinado.

3 Dimensao de S,

Nesta secao verificaremos que a dimensao de Sy € igual a k.
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Proposicéo 3.1. Dada a recorréncia v, 1 = a1 Tpq(k—1) + a2 Tpy(o—2) + - +ay -y, €NLE0 existem

(b1)n, (b2)n, - - -, (b )n, que s&o solugbes linearmente independentes.

Prova. Pela Proposi¢éo 2.4, existe solugdo (b,),, com a p-ésima coordenada igual a 1 e o restante

igual a zero, isto é:
(bp)l = 0, (bp)g = 0, ceey (bp)p_l = O, (bp)p = 1, (bp)p+1 = 0, cey (bp)k = 0, com 1 S P S k.
Note que cada uma das solugbes tem os primeiros k termos associado a um vetor uniario de

Rk

((bp)lv (bp)2a R (bp)p—h (bp)zn (bp)erla cees (bp)k) =¢p = (O, 0,... 70?lp7 0,... 70)- (2)

Assim, existem k solugoes distintas para a recorréncia dada. Pela escolha dos primeiros
termos (“condigées iniciais”) de cada sequéncia temos que estas sdo lineramente independentes.

De fato, sejam C1,Cs, ..., C) € R tais que

Cl : (bl)n + 02 : (b2)n +--- 4 Ck ' (bk)n = 07 vn.

Logo, sen =p,com1 < p < k, temos
Cr-(0)p+Co-(b2)p+---+Cp-(bp)p+---+C-(bi)p =0,

e por (2) concluimos que C), = 0. Como 1 < p < k, temos que C; = Cy = --- = C}, = 0.

O

Proposicao 3.2. Para quaisquer k + 1 solugées (b1)n, (b2)n, - - -, (bk)n, (bk+1)n da recorréncia z, .y =
a1 Tpy(p—1) + a2 Tpp(h—2) + -+ ag - Tn, 0 CONUNLO {(b1)n, (b2)n; - - -, (Ok)n, (bk11)n} € linearmente

dependente.
Prova. Suponha {(bi)n, (b2)n,--.,(bx)n} linearmente independente. Tomando Cj..,; = —1, temos

Cy-(bi)n+Co- (b2)n+ -+ Ck - (bi)n = (bkt1)n, Yn.

Logo, fazendon = 1,2,3, ..., k, obtemos

(b1)1 (b2 (br)1 Gy (br+1)1
(b1)2  (b2)2 (br)2 G| _ (brt1)2
Ok (b2)e -+ (b)k Ck (bkt1)k
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Como {(b1)n, (b2)n, ..., (br)n} € linearmente independente,
[ ((B0)1 (b (b)) |
det (b%)Q (b%)z (bi?)z L0
LNk (b2)r -+ (br)k/ ]

assim o sistema acima possui solugao, ou seja, C1,C>, ..., C) estao bem definidos. Portanto, exis-

tem C1,Cy,...,Ck,Cri1 = —1 € R, ndo simultaneamente nulos, tais que Cy - (b1)n, + Ca - (b2)n +
coo 4+ Ck - (bk)n + Crat - (bky1)n = 0. Em consequéncia, {(b1)n, (b2)n, .- -, (bk+1)n} € linearmente
dependente.

(|

4 Equacao Caracteristica: Raiz Simples

Ao estudar recorréncias lineares homogéneas com coeficientes constantes de primeira (por
exemplo, as Progessdes Geométricas — PG) e segunda ordens, encontramos solugdes da forma

x, = r". Entdo, supondo z,, = r™ uma solugdo, com r # 0 e substituindo na recorréncia (1),

obtemos:

rnJrk —ay- T7L+(k*1) + ag - Tn+(kf2) +etoay - rn

Logo, dividindo ambos os membros da igualdade por ", teremos:

r¥=a; -r¥1qay - r¥24... +ag (3)

A equacao (3) é chamada de equacgao caracteristica da recorréncia
Tppk = A1 Tpy(k—1) T a2 Tpp(k—2) T+ g - Ty

Proposicao 4.1. Se r, € raiz da equagado caracteristica da recorréncia x,, 1 = a1 - Tpq (1) + a2 -

Ty (k—2) + -+ ag - T, €Nt40 r{ € solugdo da recorréncia.

Caso a raiz da equacgao caracteristica seja complexa, pode-se encontrar solugdes reais as-

sociadas. A proposicao a seguir mostrara como isso é feito.

Proposicao 4.2. Se ry = p(cosf + isend) € raiz complexa da equagéo caracteristica de . =

a1 Ty (k—1) + 02 Tpy(p—2) + -+ ak - Tn, €NLEO p"cos(nl) € p"sen(nf) sdo solugbes da recorréncia.
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Prova. Como r; é complexa, tem-se que 0 seu conjugado 71 também é raiz da equagao carac-

teristica, entao pela Proposi¢do 4.1, r} e (71)" sdo solugbes da recorréncia. Como,
r1 = p(cosl +isend) e (77) = p(cosl —isend),
pelo teorema de De Moivre (ver [9], p. 12), temos que
ri = p"(cos(nb) +isen(nh)) e ()" = p"(cos(nh) — isen(nd)).

Logo, pela Proposigao 2.3, temos que

A+ ()"

5 = p"cos(nf) e

também sdo solugbes da recorréncia.

5 Equacao Caracteristica: Raiz Multipla

Ja é conhecido um formato de solugado e, para encontrar outras solugdes que compoem Sy,

€ necessario o seguinte lema técnico.

Lema 5.1. Dado o polinémio qy(r) de grau maior ou igual a m, podemos construir os polinémios
qk(r):
Qt1(r) =1- qfc(r), para 0 <k<m-—1,

onde g, (r) é a derivada do polinémio g;(r). Se r1 € C é raiz de multiplicidade m do polinémio qo(r),

entdo ry € raiz dos polinémios q(r) (0 < k <m —1).
Prova. Como r, tem multiplicidade m, temos que:

go(r1) = gh(r1) = qi(r)) = - =" V() =0 e ¢{™(r1) £0 (ver[2], p. 64).

Por hipdtese, q.(r) = r - ¢,(r) e, portanto, q(r1) = 0. Além disso, suas derivadas sdo dadas

por:
q(r) = qr)+re(r)
a/(r) = 2q5(r) +rqy (r)
V) = kel )+ el ()
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Repare que, se r; # 0 (observe que, caso r, = 0, o lema é trivialmente satisfeito), entao

ar) =dqir) =¢/tr)) = =" D)) =0 e ¢™V(r) #£0.

Assim, r1 € uma raiz de multiplicidade m — 1 de ¢, (r). Logo, podemos repetir este argumento
de forma analoga, obtendo

a(r) = gh(r) = qf(r) = =g F ) =0 e ¢ P (ry) #£0.

Como a quantidade de vezes que derivamos um polinémio deve ser maior ou igual a zero,
temos que m — (k+ 1) > 0, logo k < m — 1. Portanto, r, € raiz de cada polinémio q;(r), com
0<k<m-—1.

O

Proposicao 5.2. Se r; é raiz de multiplicidade m > 2 da equagéao caracteristica de z,.r = a1 -

Tt (k—1) + 02 - Ty (j2) T+ + Ak - Tn, €NLEO 71, 0 n?rl, ... n™ !r} sdo solugbes da recorréncia.

Prova. Definindo qi41(r) =7 - q,(r) € qo(r) = a1 - p =) gyt R=2) g — R o
lema 5.1, garante que

qo(r1) =q(r) = q(r1) = = ¢m-1(r1) = 0.

Como qy(r1) = 0, entdo r é solugdo da recorréncia. Por outro lado, como

0 = q(r)=r1-qo(r1)

= a1-(n+(k— 1))7“?“16_1) +as-(n+ (k- 2))r?+(k_2) +-dag-nr! — (n+ k)r{“rk
temos que

(n+ k)i = ar[(n+ (k= D)V ao[(n 4 (k= 2)r7 TP 4 ag ],

Assim, nrt é solugdo da recorréncia. De forma analoga, temos que
a(r) = 1-q_(r)
= a;- (n + (k B 1))lrn+(k71) +as - (n + (]{2 . 2))lrn+(k72) b toay - nlrn . (n + k)lTnJrk

uma vez que, ao derivar cada monémio do polinémio, seu expoente multiplica o coeficiente aumen-
tando sua poténcia, e ao ser multiplicado por r, o expoente de cada monémio volta a ser o mesmo.

Agora, como q;(r1) =0, para0 <1 < m — 1, temos que

(n+ k)7 = ar[(n + (k= 1))V b ag[in+ (k= 2) 7T ) 4o ey,
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Portanto, n'r? é solugdo da recorréncia, para0 <1 <m — 1.

6 Solucao Geral

Dadas as sequéncias A", n\",...,n™ 1A\", naqual A € C e n € N, uma combinagéo linear
delas pode ser escrita da forma:

P(n)A"

onde P(n) € um polinbmio em n, com grau menor ou igual a m — 1. Logo, podemos reescrever a

Proposicdo 5.2, da seguinte forma:

Proposicao 6.1. Se r; € raiz de multiplicidade m, m > 2, da equagao caracteristica de . =

a1 - Tpy(k—1) +ag - T+ (k—2) + -+ ag - xp, €Nt&o
Tn = P(n)-r}
é solugdo da recorréncia em que P(n) é um polinbmio em n, de grau menor ou igual am — 1.

Prova. Consequéncia imediata das proposicoes 2.3, 4.1 e 5.2.

Caso as raizes sejam complexas temos:

Proposicao 6.2. Se r; = p(cosf + isenf) é raiz complexa com multiplicidade m da equagado carac-

teristica de 1y = a1 - Tpy(p—1) + 2 Tpy(k—2) + -+ ag - Ty, €NLEO
Q(n)-pcos(nf) e R(n)-p"sen(nd)

sdo solugdes da recorréncia, nas quais QQ(n) e R(n) sdo polinémios em n, de grau menor ou igual a

m — 1.

Prova. Consequéncia imediata das proposicoes 2.3, 4.2 € 5.2.
[l

Note que as proposi¢des acima nos fornecem uma forma abreviada de representar as solugoes,
em que a informagao da multiplicidade da raiz caracteristica esta contida nos polinémios P(n), Q(n)
e R(n).
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6.1 Independéncia Linear

As proposigcoes anteriores nos fornecem o caminho para encontrar k& solugoes de Sy. Para
poder obter a solugao geral da recorréncia basta verificar que tais solugdes sao linearmente inde-

pendentes. Dessa forma, provar-se-a os seguintes lemas técnicos:

Lema 6.3. Se P(z) = ap + a1z + asx® + - - + ap,x™ € um polinémio de grau m, e a, 3 € C, entdo

Vn € N, temos

NE

aP(n+1)—pBP(n) =
0

k

=k+1

{(amaﬁa- > ()|
<

IN T

ou seja, (o« — ) acompanha ay, para 0 m.

m
Prova. Temos que P(n+ 1) = Y ax(n + 1)* e, portanto, suas parcelas podem ser escritas através
k=0
do binémio de Newton. Entao, sua k-ésima parcela pode ser escrita como

k
k
ar(n +1)F = ak'z <k— )np,
p=0 P

com 0 < k < m. Fazendo k variar em seu intervalo, podemos reescrever P(n + 1) determinando os

coeficientes de cada parcela pelos seus graus. Obtemos

P(n+1):i Em:ap-<pfk> nk,

k=0 | p=k

e a forma da diferenca procurada é

aP(n+1)—BP(n):Z (a—Bax + - Z ap-( b ) nk.

k=0 p=k—+1 p—k
O

Lema 6.4. Seja o polinémio P(x) = ap+a1x+agz?+- - -+a,z™ ea # B € C. SeaP(n+1)—BP(n) =

0,Vn € N, entdo P(x) =0, isto é, a, =0 para0 < k < m.

Prova. Como

m—1 m
0=aP(n+1)—BP(n)= (= Bag + a - Z ap-( pk) n* + (a = B)am - n™,
k=0 p=k+1 P

comn € N, necessariamente tem-se que a,, = 0. Como o coeficiente de n™ ! é (a—f)am,_1+amam,
concluimos que a,,—1 = 0. De forma analoga, tem-se que a;, = 0 para0 < k < m, pois pelo Lema 6.3
o coeficiente do termon* é uma combinagéo linear de (a— f3)ay. € dos termos ay1,. . . ,an, 0S quais ja

se sabe que sdo nulos. O
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Teorema 6.5. Sejam A\, A2, ..., \, € C* = C\{0}, dois a dois distintos e sejam P;(n), com1 < j < k.
Se

Vn € N, entdo P;(n) é identicamente nulo para todo j com1 < j < k.

Prova. Indugé&o finita sobre k.

1. Se k = 1, ou seja, ha apenas um numero complexo A\, € C*, tal que
Pl(n))\’f =0= Pl(n) =0 VneN.

Logo Pi(n) possui tantas raizes quantos os numeros naturais, o que implica que P;(n) é

identicamente nulo (Py(n) = 0).
2. Suponha a validade para k, ou seja, para \, o, ..., A\, € C* diferentes entre si, se
Pi(n)AT + Po(n)Ay + -+ -+ Pe(n) A\ =0,
para qualquer polinémio Pj(n), 1 < j < k, implica que P;(n) = 0.

3. Para provar a validade de k + 1, ou seja, dados A1, Az, . .., A\, \kr1 € C*, diferentes entre si,

se para qualquer polinémio P;(n) com1 < i < k + 1, tivermos
Pi(n)AT + Po(n)Ay + -+ Pp(n) AL + Pry1(n)Ag 1 =0

implica que P;(n) = 0. Vamos focar em P, 1(n) pois € o polinémio que acompanha A}, ;.

Suponha que este possa ser escrito da forma:
Piyi(n) =bo+bin+--+bypn™.
Indugéo finita sobre m.
(a) Sem =0, entdo Py1(n) =by € C. Se
Pi(n)A] + Pa(n)Ay + -+ + Pi(n)Ap +boAg 1 =0, VneN (4)
entao a equagao acima também deve valer paran + 1. Reescrevendo-a, obtemos
Py(n+ AT+ Po(n + D)AST 4+ 4 Pe(n+ DAPT + boAjt] = 0. (5)

Multiplicando (4) por —\i+1 € somando com (5), temos

[)\1P1(7”L + 1) — )\k+1P1 (n)])\? 4+ -+ [)\kPk(n + 1) — /\k+1P]f(n)p\Z =0.
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Pela hipotese de indugéo, cada polinémio \;P;(n+1) — \g1Pj(n) =0com1 < j<ke
como \; # A,41, pelo Lema 6.4, temos que P;(n) = 0 com1 < j < k. De onde segue

que Py 1(n) =by = 0.

(b) Suponha a validade para algum nimero natural m > 0, ou seja, para Py1(n) = by +

bin+---+b,n™, se tivermos
P (n))\? + Pg(n))\g —+ -+ Pk(n))\z + Pk+1(n))\2+1 =0,

entdo P;(n) =0paral <i<k+1.

(c) Verificagcdo da validade para m + 1. Escrevendo Py1(n) na forma
Pri1(n) = by +bin + -+ bpyin™,
se vale a equagao
Pi(n)AT + Po(n)Ay + -+ + Py(n)A} + Prpi(n)Ai; =0, VneN (6)
entdo esta também deve valer paran + 1. Reescrevendo-a, obtemos
Pin4+ DA+ Po(n+ DA 4+ 4 Pe(n+ DAPT + Popi(n+ DAFE =0, (7)
Multiplicando (6) por —\;+1 € somando com (7), temos

0 = [)\1P1(n + 1) — )‘k—l—lPl(n)])\? 4t
[AkPe(n 4 1) — A1 Pe(n)]AF +

Akt 1Pe1(n 4+ 1) — Apr1 Piog1 (R)] A4 -
Pelo Lema 6.3, pode-se escrever \j;11Pi+1(n + 1) — Ag41Pk+1(n) como

Mer1Peri(n+1) = M1 Peri(n) = (M1 — Mpg1)bmpan™ ™ +

[(AkJrl - )\k‘+1)bm -+ )\k+1bm+1]nm 4

(Ak+1 = Akt1)bo + Aky1(b1 + b2 + - + byt ).
Note que o coeficiente de n™*! é zero, logo podemos escrever
Mt 1 Prep1(n +1) = Mpp1 Proy1(n) = Xeg1bmpan™ + - - 4 Xpg1 (b1 + b2 4 - -+ + by 1),
que é um polinémio de grau m. Pela hipdtese de indugao temos que

AiPin+1) = Agp1Pi(n) =0, com 1<i<k+1, VnelN
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Entao, pelo Lema 6.4, concluimos que P;(n) = 0 paral < i < k (note que o Lema 6.4

nao vale parai = k + 1). Assim, a equacao
Pi(n)A] + Po(n)Ay + -+ 4+ Pr(n)A\; + Pry1(n) Ay =0 (8)

se reduz a Py1(n)\;;,; =0 € como \y11 # 0, temos que Py, 1(n) = 0.

Teorema 6.6. Sejamr, ..., r; raizes reais de multiplicidades m, . .. ,mj, respectivamente, e A1, ..., A
raizes complexas de multiplicidades M, ..., M, respectivamente, da equacdo caracteristica da
recorréncia T, = ai - Tpt(k—1) T 02 * Tpy(k—2) + -+ + ag - Tp, NA qual my +mg + -+ +mj +

My + Ms + ---+ M, = k. Entao a solugao geral é dada por
J
Ty = Z Py(n)ri + Z Q+(n)picos(nby) + Z Ri(n)py sen(nby),
t=1 t=1
na qual \} = p}(cos(nb;)+isen(nby)), coml <t <s, e Py(n),Qi(n), Ri(n)coml <k<jel<t<s

sdo polinbmios em n.

Prova. As Proposicoes 6.1 e 6.2 garantem a existéncia das solugées. Para verificar a independéncia

linear, podemos escrever

AP+ (A)"
pycos(nby) = A+ ()" e ppsen(nb) =

€ assumimos que

2 2
ot (S0 g R (),

(n)rf + -+ Pj(n)r

P
e
2 i

s(n
2

~—
vvu
>~
=3
+
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Logo, pelo Teorema 6.5, temos que E(n) =0com1<t<j, e
Qi(n) | Ri(n) _
2 + 20 0
Qun) _ Rin) _
2 20

Resolvendo o sistema acima, concluimos que Q(n) = 0 e Ry(n) =0, com1 < t < s, onde

P,(n), Q¢(n), Ry(n) sdo polinémios em n.

7 EDO’s de Ordem k

Assim como no caso das recorréncias, geralmente em sala de aula nao se verifica a inde-
pendéncia linear das solugdes das equacoes diferenciais ordinarias (EDO) homogéneas de ordem
k com coeficientes constantes, muitas vezes pela notagao extensa ou pelo fato do uso de determi-

nantes (matriz de Vandermonde).

A seguir apresenta-se como a teoria das EDO’s de ordem k estéa relacionada com as recorréncias,

€ como podemos aproveitar o Teorema 6.5.

Para resolver a equacgao diferencial ordinaria de ordem k, com coeficientes constantes,
(n) (n=1) 4 .. ! =0 9
Yy +any" T+ +ay +ay =0, (9)

em que y(™ representa a n-ésima derivada de y, procuramos por solugdes do tipo y = €%, com

x € R. Esta, ao ser substituida na equacao acima, fornece

(1" 4 @py 1" 4 agr 4 ag)e™ = 0.

O polinémio P(r) = r™ + ap4y17™ ' + --- + a1r + ap é chamado Polinémio Caracteristico
e suas raizes fornecem as solucoes da EDO. De fato, pode-se verificar que se r; € uma raiz de
multiplicidade m de P(r), entdo e"%, ze™?, ..., 2™ 2e"® e 2™~ e ® satisfazem (9). Logo, de forma
sucinta, pode-se dizer que Q(z)e™” € solugdo da EDO, na qual Q(x) é um polinbmio de grau menor

ou igual a m — 1. O objetivo é verificar a independéncia linear dessas solugdes.

Teorema 7.1. Sejam A\, \a,..., A\, € C* = C )\ {0}, dois a dois distintos, e sejam P;(x) polinémios,

paraj com1 < j < k. Se tivermos

Py (2)eM® + Po(2)eM” + - + Py(x)e™ =0, (10)
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Vz € R, entdo P;(z) é identicamente nulo, para todo j, com1 < j < k.

Prova. Note que os Lemas 6.3 e 6.4 valem trocando n € N, por z € R. Além disso, o principio basico
da prova do Teorema 6.5 ¢ satisfeito da seguinte maneira: como a equacao (10) vale paraVx € R,

tomando x + 1 temos

Pi(z+ 1)eMeM” 4+ Py(z + 1)e?2e™” + .o 4 Pz + 1)eMeM® =0, VreR. (11)

Multiplicando a equacgéo (10) por e+ e diminuindo da equagédo (11), pode-se demonstrar de

forma analoga a prova do Teorema 6.5.

A seguir, sera apresentada uma demostragao mais curta deste fato, na qual usa-se somente

derivada de polinémios e indugcdo matematica.

Prova. [versao 2]. Faremos indugdo sobre k. O caso k = 1 é imediato. Suponha que vale para k.

Vejamos o caso k + 1, isto é, suponha que

Py (2)eM® + Py(2)e?2® + -+ 4 Py (z)e™+17 =0 Vo € R (12)

Multiplicando a equagéo (12) por e=*1%, obtemos

Pi(z) 4+ Py(z)eP2™ % 4o Py (z)eMen =T — 0 vz e R

Derivando esta equacao m vezes (m é tal que le) = 0), pela regra de Leibniz temos que

“ m i _ N (T— i
(Py(x) - e()\z—h)a:)(m) — Z <j> 'Pl(])(.%‘) . (e(’\l A1) )( )

- Z (m) 'f)l(j)($> S = A e

na qual

Pi(z) - eP2= 2T 4 Py(z) . ePsmA)e g Py(z) - ePen AT — 0 g e R
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Pela hipotese de indugao, temos que

m

S (") A (- a T = ) =0, 2<iske

=0 N7

se P(z) = ag + a1z + asx® + - - - + anx™. Como 0s \; sdo diferentes e o coeficiente de =" de 151_1 x
J

é (N — A\)™ - a,, tem-se que a,, = 0. Por outro lado, o coeficiente de =" de F,_;(z) é
()\l — )\1)m “Qp—1t+m-n- ()\l — Al)m_l CQp,

e, portanto, a,,_1 = 0. De forma analoga, tem-se que a;, = 0 para 0 < k < n, pois o coeficiente do
termo =¥ de f’l_l(:c) € uma combinagao linear de a;, € 0s termos ay.y1,. .. ,a, Sabe-se de antemao

serem nulos.
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