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Resumo

Este artigo apresenta resultados de uma acao investigativa realizada por meio de um “projeto-
desafio”, com base na metodologia de “pesquisa de desenvolvimento”, envolvendo estudantes do
curso de Licenciatura em Matematica do Instituto Federal de Educacédo, Ciéncia e Tecnologia do
Rio Grande do Sul, Campus Bento Goncalves, centrado na obtencdo do volume de sélidos gerados
pela intersec¢do de cilindros ortogonais de mesmo raio. O estudo teve como objetivo discutir
resolucdes classicas em comparacdo com possiblidades atuais de obtencdo de resultados,
sobretudo com o auxilio de recursos tecnoldgicos disponiveis na contemporaneidade e a geracao
de um produto concreto. A teoria de George Polya sobre resolucdo de problemas aplicada a
situacbes que envolvem Matematica orientou o delineamento de um plano de resolucdo. Os
principais resultados obtidos mostram que a compreensdo do fendmeno sob investigacdo é
potencializada com o uso de ferramentas tecnoldgicas de geracéo e manipulacao grafica, bem como
de modelagem tridimensional. Além disso, um dos solidos em questéo foi confeccionado em partes,
conforme o procedimento de resolucdo utilizado, com a utilizacdo de uma impressora 3D,
representando um material facilitador do entendimento das etapas desse processo, Vvistos 0s
objetivos propostos inicialmente. Por fim, destaca-se o carater de ineditismo da proposta de
utilizacdo de técnicas de prototipagem no processo de resolucdo de problemas nao triviais que
envolvem Matematica, bem como possibilidades de aplicacbes em projetos de inovacgéo cientifica
e tecnoldgica.

Palavras-chave: Resolucéo de Problemas. Ferramentas Tecnoldgicas. Bicilindro. Tricilindro.

Abstract

This paper presents the results of an investigative action carried out by a "challenge-project"”, based
on the methodology of "design experiments", involving students of Degree in Mathematics from
IFRS-BG, focused on obtaining the volume of the resulting solids created by intersection of
orthogonal cylinders of equal radius. The study aimed to discuss classical resolutions compared to
current possibilities of achieving results, especially with the aid of technological resources available
in contemporary times and the production of a concrete model. The theory of George Polya about
problem solving applied to situations involving Mathematics guided the design of an action plan. The
main results show that the understanding of the phenomenon under investigation is potentiated by
the use of technological tools of graphic generation and manipulation, as well as three-dimensional
modeling. In addition, one of the solids in question was made in parts, according to the resolution
procedure used, using a 3D printer, that represents a facilitator of understanding of the steps of the
process, considering the primary proposed objectives. Finally, we highlight the novelty character of
the proposal to use prototyping techniques for the process of solving non-trivial problems involving
Mathematics as well as possibilities of application in scientific and technological innovation projects.

REMAT, Caxias do Sul, RS, v. 2, n. 2, p. 164-179, 2016.


mailto:cristiana.pilatti@bento.ifrs.edu.br
mailto:kassianegabriel55@hotmail.com
mailto:delair.bavaresco@bento.ifrs.edu.br

Cristiana Pilatti, Kassiane Gabriel, Delair Bavaresco 165

Keywords: Problem Solving. Technological Tools. Bicylinder. Tricylinder.

1. Introducéo

by

No trato académico de diferentes temas relacionados a resolugdo de problemas que
envolvem Matematica, € comum a apresentacao de situa¢des cuja resolucdo segue procedimentos,
de certo modo padronizados e com uso exagerado de regras. As discussdes sobre o resultado
obtido geralmente tendem a limitar-se a obter respostas listadas em gabaritos. As demandas
contemporaneas do sistema educacional brasileiro, no que diz respeito ao desenvolvimento
cientifico e tecnoldgico, levam-nos a rediscutir alguns processos metodoldgicos e abordagens de
problemas que envolvem Matematica de forma a transcender esses procedimentos padronizados
com base nas atuais perspectivas e possibilidades. Entendemos que, com o uso de ferramentas
tecnolégicas disponiveis na atualidade, novos olhares se constituem sobre o conhecimento
matematico com vistas ao desenvolvimento cientifico e tecnoldgico que, por sua vez, tem vistas a
inovacao.

As discussoes tedricas de resolucdo de problemas proporcionadas a partir da publicacao do
livro “A arte de resolver problemas” (POLYA, 1995) também apoiam o delineamento de novos rumos
para o ensino-aprendizagem de Matematica. O feito de definir técnicas e estratégias Uteis para a
obtencdo de resultados tem se mostrado fonte de novas ideias e capaz de fertilizar os diversos
campos da Matematica.

Sendo assim, o0 presente artigo apresenta algumas rediscussdes de problemas nao triviais
gue envolvem conceitos da Geometria Euclidiana e do Célculo Diferencial e Integral. Apresentamos
a resolucdo de problemas que abarcam a determinacdo do volume de soélidos resultantes da
interseccdo de cilindros, com o auxilio de ferramentas tecnoldgicas disponiveis na atualidade tais
como software gréficos, software de modelagem tridimensional e impressora 3D. O “projeto-
desafio”, como foi denominado, centra-se em calcular o volume desses sélidos, discutir diferentes
possibilidades de resolugéo e gerar solidos particionados para manipulacdo e melhor compreenséo
do problema proposto. Essa abordagem permite o desenvolvimento de estratégias, o que culmina
por instigar a criatividade, autonomia e uma melhor compreensdo do fenémeno sob investigagéo,
caracteristicos das demandas sociais atuais.

A metodologia utilizada, descrita por “pesquisa de desenvolvimento” (COBB et al., 2003)
possui como principio norteador, o desenvolvimento de um processo, ou de um produto, com énfase
no aprofundamento da compreensédo do fenbmeno sob investigagdo, enquanto a atividade ainda
estd em andamento, tendo em vista o aprimoramento do produto. Os resultados do “projeto-
desafio”, além da discusséo de diferentes maneiras para a resolugdo de um mesmo problema, estao
relacionados a geragdo de um produto concreto, facilitador do entendimento dos procedimentos, de

modo a constituir uma cadeia de conhecimentos associados ao problema.
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O presente estudo insere-se numa perspectiva contemporanea em que a ciéncia e
tecnologia assumem lugar de destaque na conjuntura socioecondmica globalizada. Nessa
perspectiva, Matemética configura-se como um dos alicerces desse processo, por meio de
estratégias de resolucdo de problemas, modelagem matematica e simulacdo numérica e, ainda,
técnicas de prototipagens e seus processos.

O avanco qualitativo no desenvolvimento cientifico e tecnolégico, com vistas a
industrializacdo e a inovacdo, as quais impulsionam o crescimento econ6mico, demanda a
aplicacdo e a utilizagdo de conhecimentos matematicos nada elementares e o uso de recursos
facilitadores, como o computador e outros. Esse cenario motivou a “pesquisa de desenvolvimento”
sobre a intersecc¢do de cilindros e suas possibilidades no estudo de outros temas, tanto em ambito

académico quanto para aplicagdes no contexto de ciéncia e tecnologia.
2. Fundamentacao tedrica

No contexto contemporéneo de énfase na questdo do desenvolvimento tecnologico que
atribui lugar de destaque para a ciéncia na modernidade, sobretudo para a Matematica como ciéncia
de base (BOCASANTA, 2013), tornam-se oportunas as discussdes a respeito das mudancas
necessarias na forma de abordagem de conteddos e problemas matematicos. De acordo com
Sasson (2003, p. 16), em livro elaborado pela UNESCO, no limiar do século XXI, “revolugdes na
ciéncia e na tecnologia estdo em andamento e terdo um impacto importante sobre as atividades
humanas”. Nessa mesma linha, algumas publicagbes do Ministério da Educacgéo estabelecem que
“a necessidade de uma revolugao na educacgdo, em todos os niveis, tornou-se unanimidade
nacional” (BRASIL, 2010, p. 97). Nesse cenario, destaca-se a importancia da proposi¢cdo de
situacbes-problema para uma melhor compreensédo dos conceitos de Calculo Diferencial e Integral,
em uma associacao direta com conceitos de Geometria Euclidiana e Analitica.

Com relacdo as perspectivas teérico-metodoldgicas de resolucdo de problemas no trato com
a Matematica, apesar de ndo existirem regras rigidas no que diz respeito a resolugdo de um
problema, Polya (1995) tragcou um roteiro que pode auxiliar em uma extensa gama de problemas e
€ constituido de quatro passos: compreenséo do problema, estabelecimento de um plano, execugao
do plano e retrospecto.

O primeiro passo € ler e compreender o problema. Isso abrange identificar suas partes
principais, como os dados fornecidos e a incognita. Nessa fase, pode ser interessante fazer um
diagrama ou gréfico, utilizando-se de recursos como, por exemplo, 0 computador e materiais
manipulaveis, pois, conforme o autor, “para nos convencermos da presencga ou da qualidade de um
objeto, desejamos vé-lo e toca-lo” (POLYA, 1995, p. 10).

No caso de problemas de Céalculo Diferencial e Integral, mais especificamente, as
dificuldades estéo relacionadas, observando o contexto no qual atuamos, justamente a visualizagao

tridimensional, ou seja, na representacdo grafica das superficies. Nesse contexto, segundo Silva e
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Ferreira (2009, p. 1), “a tecnologia é essencial no processo da visualizacdo e essa por sua vez
ocupa um papel fundamental na compreensao de conteudos matematicos”. Dai a utilizacdo de
software ser de grande valia, pois favorece a articula¢éo entre as formas de representagdo — grafica
e analitica — e a compreensédo do problema.

Para o delineamento de um plano de resolucéo, que corresponde a segunda fase, pode ser
atil tentar lembrar de uma situacdo-problema familiar, anteriormente resolvida, ou relacionar com
problemas analogos. Outra possibilidade é a de se resolver parte do problema, avancando rumo a
sua solucao.

Quando Arquimedes encontrou a area da superficie da esfera, ele ndo conhecia,
como ja mencionamos, nenhum problema ja resolvido que tivesse a mesma
incégnita. Mas ele conhecia varios outros problemas ja anteriormente resolvidos,
cujas incégnitas eram semelhantes. Ha superficies curvas cujas areas sdo mais
faceis de calcular que a da esfera e que eram bem conhecidas na época de
Arquimedes, tais como as superficies laterais de cilindros retos circulares, de cones
retos circulares e de troncos destes cones. Podemos estar certos de que
Arquimedes examinou cuidadosamente estes casos similares mais simples
(POLYA, 1995, p. 39).

O terceiro passo refere-se a execucao e verificacdo de cada etapa do plano tracado. O
retrospecto — quarto passo — consiste numa nova analise da estratégia de resolucéo e do resultado
obtido, procurando-se descobrir uma forma mais simples e aprimorada de resolver o problema.
Além disso, ao nos apropriarmos das estratégias utilizadas, elas tornam-se ferramentas para
problemas futuros, o que confirma-se pela enunciacdo de Descartes ao afirmar que: “Todo problema
gue resolvi acabou se tornando uma regra que serviu posteriormente para resolver outros
problemas” (STEWART, 2013, p. 70).

Nessa mesma perspectiva de estudo e aprofundamento do/no problema e de aprimoramento
do procedimento, a proposta metodolégica que embasa este trabalho denomina-se “pesquisa de
desenvolvimento” como uma traducdo para design-based research ou design experiments,
introduzida em 1992, por Brown e Collins (COLLINS et al., 2004).

Doerr e Wood (2006) definem dois principios norteadores dessa metodologia: o
desenvolvimento de um processo, ou de um produto, e os varios ciclos de analise necessarios, com
a finalidade de aprimorar o produto. No caso deste trabalho, o produto final é a reunido de diferentes
formas de abordagem e resoluc¢éo do problema proposto e a confec¢édo de um sélido particionado
para melhor compreender a simetria existente.

A “pesquisa de desenvolvimento” enfoca o progressivo aprimoramento da investigacao
mediante as varias etapas de andlise, enquanto a atividade ainda estd em andamento. Como
defendem Doerr e Wood (2006, p. 117), essa metodologia:

[...] requer varios ciclos de andlise para aprimorar o produto e a interpretacdo em
multiplos niveis. [...] a coleta e a interpretacédo dos dados ndo acontecem ao término
do experimento, mas a propria coleta em desenvolvimento e a interpretacdo de
dados em todos os niveis devem gerar e refinar principios, propriedades e produtos
gue sejam cada vez mais Uteis a pesquisadores, professores e outros profissionais.
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De maneira geral, podemos dizer que uma “pesquisa de desenvolvimento” refere-se aquelas
investigacdes que envolvem delineamento, como a elaboracéo do artefato em sua primeira versao,
sendo que o desenvolvimento refere-se ao processo continuo de seu refinamento por meio da
avaliacao sistematica (BARBOSA; OLIVEIRA, 2015).

De acordo com Cobb et al. (2003), uma das caracteristicas proprias da metodologia de
“projeto de desenvolvimento” é a de que a equipe de investigacdo aprofunda sua compreensao do
fendbmeno sob investigacdo. Para os autores, nesse processo, 0s problemas estao associados as
ferramentas ou aos recursos disponiveis para sua resolucéo, considerando a natureza interativa
dos contextos investigados e a importancia de analisar seus diversos elementos em conjunto e ndo
separadamente.

Segundo Vaz (2004, p. 36), “no design experiments o enfoque estd nos significados
construidos pelos aprendizes, tendo como objetivo principal analisar o seu pensamento matematico,
ou seja, 0s processos pelos quais esses pensamentos se constroem e suas modificagdes”. Sztajn
et al. (2013) destacam o uso dessa metodologia como um campo emergente para as ciéncias da
aprendizagem e desenvolvimento profissional, ligados as questées de desenvolvimento tecnoldgico

com base na ciéncia aplicada.
3. Os procedimentos metodoldgicos para a investigacao

O estudo de integrais duplas e triplas, abordado nas disciplinas de Calculo Diferencial e
Integral de vérias variaveis, apresenta, observando o contexto no qual atuamos, elevados niveis de
dificuldade quando se trata de visualizacao tridimensional e determinac¢éo dos limites de integracao,
sejam eles constantes, fun¢des de uma e duas varidveis e equacdes de até trés variaveis. Diante
disso, inspirado na metodologia de “pesquisa de desenvolvimento”, criou-se um “projeto-desafio”
tendo como objetivo a obtencdo do volume de sélidos gerados pela intersec¢do ortogonal de
cilindros de mesmo raio, com o uso de recursos tecnoldgicos e aplicacbes de conhecimentos
adquiridos nas disciplinas de Calculo Diferencial e Integral.

Um “projeto-desafio” (MORIN, 2006) pode ser descrito como uma proposta que busca
proporcionar aos alunos situacdes desafiadoras, nas quais possam expressar seus conhecimentos,
utilizando-se de estratégias préprias e recursos tecnoldgicos, transcendendo a forma como esses
conteudos séo tradicionalmente abordados.

O “projeto-desafio” de calcular o volume do sélido obtido pela interseccdo de dois e trés
cilindros foi desenvolvido por estudante do curso de Licenciatura em Matematica do campus Bento
Gongalves do Instituto Federal de Educacéo, Ciéncia e Tecnologia do Rio Grande do Sul, bolsistas
do Programa de Educacéo Tutorial — PET Matematica, sob orientagédo do professor da disciplina de
Célculo Diferencial e Integral IV, resultando na producéo deste trabalho.

O desafio proposto consiste em obter uma relacdo que determina o volume dos solidos

gerados pela interseccao de dois e trés cilindros de mesmo raio, apresentando e discutindo outros
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métodos de resolucdo disponiveis na literatura. O desenvolvimento contempla a geracdo de
representacdes do sélido, bem como das partes resultantes da decomposicdo desse sélido, que
podem ser obtidas por meio de softwares graficos e/ou de modelagem tridimensional. Por fim, o
desafio contempla a avaliacdo de possibilidades de aplicagdes em ciéncia, tecnologia e na industria,
bem como a confecc¢éo de sdlidos gerados por meio do uso de uma impressora 3D.

3.1. Detalhamento dos procedimentos computacionais

Os procedimentos que permitiram a obtencéo das solugbes apresentadas neste estudo sado
descritos nesta e nas sec¢des posteriores.

O primeiro passo consiste na representacdo dos cilindros ortogonais de mesmo raio r por
equacles cartesianas. Associando cada um dos trés cilindros a um dos eixos do sistema cartesiano

ortogonal tridimensional, esses podem ser descritos pelas equacdes

y2+z2 =12 (1)
x2+2z2=1r? (2)
x* 4y =r? (3)

sendo (1) o cilindro centrado no eixo x, (2) o cilindro centrado no eixo y e (3) o cilindro centrado no
eixo z. Para a plotagem dos graficos de cada um dos cilindros, como superficies tridimensionais,
através do software Maple 15, utiliza-se o comando plot3d. Antes disso, porém, deve-se carregar o
pacote plots, usando o comando with(plots), que disponibiliza ferramentas avancadas para a criacdo
de gréficos, como o comando display, usado para a exibicdo das superficies em uma mesma
imagem. Para facilitar, fez-se as transformacdes das Equacbes (1), (2) e (3), de coordenadas

cartesianas para coordenadas cilindricas, usando, para o cilindro centrado no eixo z, as relagbes

xX=r-cosf (4)
y=r-senf (5)
z=12 (6)
Para o cilindro centrado no eixo x,
xX=1z (7)
y=r1-cosf (8)
zZz=r1-senf (9)
Para o cilindro centrado no eixo v,
X=r-cosf (10)
y=1z (11)
zZz=r1-senf (12)

No Maple, o grafico de uma superficie paramétrica é produzido a partir do comando plot3d,
com sintaxe: plot3d([x,y,z],0 = a..b,z = c..d), em que x, y e z S80 substituidos pelas expressdes

equivalentes nas variaveis 6 e z: (4), (5) e (6), ou (7), (8) e (9), ou (10), (11) e (12), conforme 0 caso;
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a..b especifica a variagdo de 6; c.. d representa a variacdo de z, sendo que c e d podem ser fungbes
de 6.

A Ultima etapa do processo consiste na modelagem tridimensional e materializagdo, com
uso de uma impressora 3D, Cliever CL1 - Black Edition, do sdlido descrito no “projeto-desafio”, a
partir da producdo de cada uma das partes que o compde. O processo que antecede o uso da
impressora é a modelagem tridimensional, sendo que, neste caso, foi utilizado o software Blender
2.75. Partiu-se da criacdo de 3 cilindros ortogonais entre si de mesmo raio, conforme ilustra a Figura
1(a). O software permite operacdes booleanas de diferenca, unido e interseccao entre objetos,
possibilitando a obtencdo dos sélidos em estudo. Efetuando a interseccao entre os cilindros de
Equacdes (1) e (2), obtém-se um Bicilindro, como ilustra a Figura 1(b). Em seguida, efetuando-se a
interseccdo do Bicilindro com o cilindro de Equacao (3), obtém-se o Tricilindro, como ilustra a Figura
1(c). Ainda, a subtracdo efetuada com um cubo de dimens@es que ultrapassam as dimensdes do
Tricilindro resulta na obtencdo de uma das 6 faces simétricas do sélido, conforme ilustra a Figura
1(d) e a Figura 1(e). Por fim, desse processo resultam as pecas mostradas, em separado, na Figura

1(f), e que podem ser exportadas com extensao .stl, compativel com o software da impressora 3D.

Figura 1 — Etapas do processo de modelagem tridimensional dos solidos.

(b) (©)

(@)

(d)

Fonte: Elaboragéo dos autores.

Destaca-se nesse processo a possibilidade clara de identificacdo de simetrias, de partes
semelhantes, que facilitam significativamente o calculo do volume total desses solidos, a partir do
calculo do volume de suas partes. O detalhamento dos procedimentos algébricos que culminaram
na obtengéo da resposta do problema é feito na proxima secao.
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4. Resultados e discussao

O presente estudo estd centrado nas discussdes sobre a obtencdo de relacdes para
determinar o volume dos sélidos gerados pela interse¢éo de dois e trés cilindros de mesmo raio que
se interceptam ortogonalmente. Atualmente, esses soélidos sdo chamados de sélidos de Steinmetz,
ou ainda, Bicilindro ou Tricilindro, conforme cada caso (ABREU, 2016).

4.1. O Bicilindro

Bicilindro é a denominacdo do sélido limitado por dois cilindros de mesmo raio, que se
interceptam ortogonalmente. A Figura 2 mostra esse sélido, gerado no software Maple 15,
considerando-se os cilindros em verde e em amarelo dados pelas Equacdes (1) e (2),

respectivamente.

Figura 2 — Bicilindro gerado pela intersecao de dois cilindros de raio r.

Fonte: Elaboragéo dos autores.

Para determinar o volume do sélido, considerou-se a simetria existente, ou seja, o Bicilindro

foi dividido em 8 partes iguais, que denominamos de fatias, conforme ilustra a Figura 3.

Figura 3 — Decomposicao do Bicilindro.

Fonte: Elaboragéo dos autores.

Desse modo, podemos calcular seu volume a partir do célculo da integral definida. De (1) e

(2), obtemos y = +x e quando z=0, x = +r e y = +r. As vistas superior e lateral do solido,
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conforme ilustra a Figura 4, possibilitam determinar os limites de integracdo a serem considerados,
ouseja,0 <x <r,—x <y <x paraafuncdo dada por
flx,y) =vVr?z —x? (11)

obtida a partir da equacgéo do cilindro centrado no eixo y.

Figura 4 — Vistas superior e lateral do Bicilindro.

N% (r,7) z

Fonte: Elaboracao dos autores.

Sendo assim, o volume de uma dessas fatias pode ser calculado através da integral
T X 2
Viatia = [y [, Vr2 —x?dy dx = 57'3 (12)

E, por fim, o volume total € dado por

_ _16_3
Viotar = 8- Vfatia = ?T‘

(15)

Lit Hut foi um matematico chinés, do século Il d.C., que concebeu o Bicilindro de um modo
diferente do apresentado, ndo através da interseccao de cilindros. Se referia ao sélido por
mouhéfanggai (KIANG ,1972), posteriormente utilizado para o célculo do volume de uma esfera. Para
obté-lo, considerou uma esfera como uma pilha de circulos de tamanhos (raios) variados conforme
a posicao (altura) que ocupa, substituindo cada circulo pelos quadrados que 0s circunscreviam,

conforme ilustram as Figuras 5 e 6.

Figura 5 — Construcdo da metade superior da esfera e do Bicilindro.

Fonte: KIANG (1972, p. 89).
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Figura 6 — Bicilindro circunscrevendo a esfera.

A.
A

» -

..
-

Fonte: Disponivel em: https://liuhuimathmatician.wordpress.com/2014/04/07/a-great-invention-the-double-
box-lid-model. Acesso em: 29 ago. 2016.

Nesse processo, a determinacdo do volume parte da relacdo entre a area do circulo,
correspondente a cada fatia da esfera, e a area do quadrado circunscrito a ele, que representa uma

fatia do Bicilindro, conforme ilustra a Figura 7.

Figura 7 — Comparacédo entre as areas do circulo e do quadrado a esse circunscrito.

412

Fonte: Elaboragéo dos autores.

A razéo entre as areas de um circulo e do quadrado circunscrito a ele é m/4. Assim, essa

deve também ser a razado entre os volumes da esfera e do Bicilindro:

Vesfera T 4
= V .o = — 16
Vbicilindro 4 bicilindro o es fera ( )

Ou seja, o volume do Bicilindro circunscrito a uma esfera de raio r € dado por:

4 3 __16 3

Vi =2. nr r
bicilindro — T 3 — 3

(17)

Porém, na época, Lil Hut desconhecia ambos os volumes, da esfera e do Bicilindro. Mais
tarde, Tsu Ch'ung-Chih retomou o problema e dividiu o méuhéfanggai em oito partes iguais, a partir
de trés secdes ortogonais entre si. Cada parte resultante apresenta uma base quadrada, duas faces
perpendiculares a base e duas faces curvas, conforme ilustra a Figura 8(a). Se o raio da esfera
original é r, entdo a base quadrada tem lado r, e cada face perpendicular a base é um quadrante de

um circulo de raio r. Considerou uma dessas partes em seu cubo circunscrito, de aresta r, e provou,
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usando o Principio de Cavalieri, que o volume do sélido interno ao cubo e externo ao oitavo do
Bicilindro € o mesmo que o do sélido ja conhecido chamado yangma, uma piramide obliqua de base
guadrada, mostrado na Figura 8(b).

Figura 8 — O volume do sélido interno ao cubo e externo ao oitavo do Bicilindro é igual ao de yangma.

(@)

Fonte: KIANG (1972, p. 90).

A area destacada é a secdo de altura h, um “L” cuja area é r? — x2, enquanto que a da
yangma € um quadrado com area h2. Vemos também que h, x, r sdo os lados de um triangulo
retangulo. Pela aplicacdo do Teorema de Pitagoras, temos r? — x? = h?. Entdo, essas areas sio
iguais e os solidos tém mesmo volume, pelo Principio de Cavalieri, enunciado por Tsu Ch'ung-Chih
em versos:

Se volumes sao construidos de blocos empilhados
E as areas correspondentes sao iguais
Entdo os volumes ndo podem ser diferentes (WAGNER apud ABREU, 2016, p. 27).

Assim, Tsu Ch'ung-Chih chegou a equacédo
32y, =V, 18
rT = g mouhéfanggai — Yyangma ( )
Também era de seu conhecimento que pode-se encaixar trés yangma de maneira a formar
um cubo, como ilustra a Figura 9.

Figura 9 — Trés yangma formam um cubo.

/
),

Fonte: KIANG (1972, p. 90).

Consequentemente,

1
Vyéngmé =3 r3 (19)
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E, substituindo (19) em (18), temos

1 16 53

— 2.3 —
EVméuhéfénggéi - ET = Vméuhéfﬁnggéi - ?T

(20)
4.2. O Tricilindro

O Tricilindro resulta da intersecao de trés cilindros de mesmo raio, centrados nos eixos X, y
e z, conforme mostra a Figura 10, obtida através do software Maple 15. Além dos cilindros em verde
e em amarelo, dados pelas Equacdes (1) e (2), acrescenta-se o cilindro vertical em vermelho dado

por (3).

Figura 10 — Tricilindro gerado pela interse¢éo de trés cilindros de raio r.

Fonte: Elaboracdo dos autores.

De modo semelhante ao caso do Bicilindro, apresentamos a determinagcdo do volume do
Tricilindro a partir de sua decomposicdo em partes iguais, considerada a simetria do sélido gerado.
Com base na Figura 11 a seguir, observa-se a existéncia de vinte e quatro pecas iguais, as quais

podem ser entendidas como acopladas a cada uma das faces de um cubo.

Figura 11 — Decomposi¢éo do Tricilindro.

Fonte: Elaboragéo dos autores.
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Como cada um dos cilindros que originam o Tricilindro tem raio r, a aresta do cubo mede

V2 r, como ilustra a Figura 12 a seguir, com vértices associados aos pontos (i gr, + gr) pois, das

Equacdes (1), (2) e (3), temos x = igr, y = igr ez= +‘/E

Tr—7r.
2

Figura 12 — Vistas superior e lateral do Tricilindro.

b z
\/_f \/_f x% +2z%2 =12
2 T, 2 T B \[2
zZ = 77’
X
X
Fonte: Elaboracao dos autores.
Assim, uma dessas fatias tem volume
V2 Jri—x
r ox r2—x 2 5V2
Viatia = it [ S5 1dzdyde= (3-33)° (21)
2
Multiplicando por 24, e somando ao volume do cubo, o volume total é igual a:
3
Veubo = (\/E T‘) =2+273 (22)
Viotar = 24+ Vfatia + Veupo = 8 (2 - \/E) r3 (23)

Desse modo, a Equacao (23) expressa o resultado do problema central do “projeto-desafio”.
4.3. Confecc¢do do Tricilindro

A Figura 13 a seguir mostram os sélidos gerados através de software de modelagem
tridimensional Blender 2.75 e confeccionados por meio de uma impressora 3D, Cliever CL1 - Black
Edition. Essas pecas representam as partes nas quais o Tricilindro foi dividido, conforme o
procedimento de resolucdo utilizado, para a obtencdo de seu volume. A sequéncia de fotos
representa a intersecgdo entre os cilindros ortogonais, em (a) e (b), o Tricilindro, em (c), e a
decomposi¢éo do Tricilindro, em (d) e (e).

A estratégia de prototipagem permitiu dar forma as ideias, tornando-se parte integrante do
processo de aprendizagem e inovacdo. A constru¢cdo de modelos pode e deve ser algo para se

replicar e aprender a partir da manipulagéo dessas pecas.
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Figura 13 — Confeccéo do Tricilindro.

(©

Fonte: Elaboragéo dos autores.

5. Consideracdes finais

O “projeto-desafio”, cuja proposta era a determinagdo do volume de soélidos resultantes da
intersecgdo de dois e trés cilindros ortogonais de mesmo raio, inicialmente, foi encarado como um
problema complexo, mas que, a partr do momento em que nos familiarizamos com as
caracteristicas do sélido observadas por meio de esbogos, no papel e através do software Maple,
tornou-se mais acessivel. Enfatiza-se a importancia de utilizacdo dos recursos tecnoldgicos
disponiveis atualmente como ferramentas/assistentes na resolucéo de problemas, pois, nesse caso,
mostraram-se elementos essenciais na visualiza¢do e na compreenséo do problema.

Para o delineamento do plano de resolucéo, utilizamos técnicas que Polya (1995) sugere
em seu livro, de forma que, decompondo o problema em subproblemas (das partes ao todo)
recaimos em casos mais faceis de resolver. Tomamos conhecimento, através da pesquisa de outros
possiveis métodos de resolugdo, de que o estudo do Bicilindro, ha mais de 1500 anos, constituiu-
se como uma possibilidade para o calculo do volume da esfera. O uso exagerado de regras e
procedimentos padronizados de resolucgéo, tipico do ensino da Matematica, em seus diferentes
niveis, inibe a compreenséo dos fendbmenos, o que é, de fato, o essencial.

As contribuigbes do “projeto-desafio” ndo se restringem a compreensdo de um problema
isolado, mas dizem respeito também aos conhecimentos adquiridos - matematicos e de resolucéo

de problemas - que poder&o ser Uteis em situacdes e estudos futuros. A geracdo de representacdes
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por meio de software graficos, ao mesmo tempo que serviu de meio para, é resultado desse
processo, assim como a confec¢cdo do soélido particionado, através de software de modelagem
tridimensional e impressora 3D, conforme o procedimento de resolugdo utilizado, como um
facilitador do entendimento das etapas desse processo.

Muitos estudos técnicos e praticas laboratoriais voltados para a producédo de equipamentos,
pecas e produtos de utilidade, entre outros, vém, cada vez mais, utilizando-se de técnicas de
prototipagem como facilitadores da elaboracéo de projetos e para a producao desse tipo de material.
Nessa perspectiva, o produto concreto desse estudo apresenta certo ineditismo em relacédo as
estratégias de resolucao de problemas nao triviais que envolvem Matematica. A aproximacgao entre
os estudos tedricos e aplicados deste trabalho com estratégias e recursos tecnoldgicos atuais, vem
ao encontro do atendimento das demandas contemporaneas de desenvolvimento de ciéncia basica

e aplicada associada ao desenvolvimento tecnoldgico com vistas a inovagao.
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