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Resumo

O coracédo humano é dividido em quatro cAmaras: atrio direito, ventriculo direito, atrio esquerdo e
ventriculo esquerdo. Através de um incrivel processo de sincronia elas recebem e impulsionam o
sangue para ser oxigenado e para levar oxigénio a todas as células do corpo. Muitas doencas
cardiacas podem ter seu diagnéstico realizado de forma mais satisfatoria a partir de uma analise
detalhada do contorno do ventriculo esquerdo. Existem varios métodos de segmentagdo desse
contorno, desde manual até complexas implementacbes computacionais que realizam esse
trabalho de forma semiautomatica e que sao fortemente dependentes de um modelamento
matematico. O objetivo desse artigo € mostrar o ajuste que o0 método numérico de splines cubicos
parameétricos apresenta na segmentagao do contorno do ventriculo esquerdo humano. Para isso,
faz-se uma breve introducdo do funcionamento do coracdo e do método de interpolacdo por
splines cubicos paramétricos através do software Maple. Utilizou-se uma imagem real do contorno
ventricular, que foi colocada no plano cartesiano, e se fez a escolha de 26 pontos nos contornos
superior e inferior, obtendo-se em seguida suas coordenadas. Fez-se também a divisdo do
intervalo de variacdo do parametro t em 25 subintervalos de mesmo comprimento. Com isso,
obtiveram-se todos os dados necessarios para a determinacio dos splines. Os resultados obtidos
mostram que o método matematico utilizado pode ser eficiente na modelagem do contorno
ventricular esquerdo, concluindo que essa aplicagao pode ser mais uma possibilidade de melhoria
dos métodos ja existentes, mostrando a importancia que a Matematica tem ao ser aplicada em
outras areas do conhecimento humano.

Palavras-chave: Splines Cubicos Paramétricos. Modelagem Matematica. Métodos Numeéricos.
Ventriculo Esquerdo.

Abstract

The human heart is divided in four chambers: right atrium, right ventricle, left atrium and left
ventricle. Through an amazing process of sync, they receive and drive the blood to be oxygenated
and to deliver oxygen to all the body cells. Many heart diseases may be diagnosed more
satisfactorily from a detailed analysis of the left ventricular contour. There are many methods of
this contour segmentation, from manual to complex computer implementations that perform this
work in a semi-automatic manner and that are strongly dependent on a mathematical modeling.
The aim of this article is to show the adjustment the numerical method of parametric cubic spline
has presented in the contour segmentation of the human left ventricle. Thus, it is presented a brief
introduction of the functioning of the heart and the interpolation method by parametric cubic splines
by Maple software. It is used a real image of the ventricular contour, which is placed in the
Cartesian Plane, and it makes the choice of 26 points in the upper and lower contours, getting then
their coordinates. Also make up the subdivision of the range of the variation of t parameter in 25
subintervals of equal length. Therefore, all the necessary data to determine the splines are
obtained. The results show that the mathematical method can be effective in modeling the left
ventricular contour, concluding that this application may be one more possibility of improving
existing methods, showing the importance that Mathematics may have when applied in other areas
of human knowledge.
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1. Introducgao

O coragcdo humano é composto por quatro cémaras, denominadas atrio direito (AD),
ventriculo direito (VD), atrio esquerdo (AE) e ventriculo esquerdo (VE). A passagem do sangue
por essas camaras e também para a sua entrada e saida do coracdo é feita em um incrivel
processo de sincronia que conta com o importante controle de valvulas unidirecionais,
denominadas valvulas adrtica, pulmonar, tricuspide e mitral. As valvulas mitral e tricuspide se
encontram abertas na diastole (periodo de relaxamento do musculo cardiaco), para que ocorra a
passagem de sangue dos atrios para os ventriculos. Quando ocorre a contragéo dos ventriculos,
ou seja, na sistole cardiaca, essas valvulas se fecham, impedindo o refluxo do sangue. Para que a
passagem de sangue para os pulmdes e também para a circulagao sistémica ocorra de forma
adequada, entram em ag¢do as valvulas pulmonar e aodrtica, também conhecidas como valvulas
semilunares. E na sistole que ocorre a abertura dessas valvulas, permitindo que o fluxo sanguineo
seja expulso do coragao para a circulagdo pulmonar, com a finalidade de se efetuar a oxigenagao
sanguinea, e para a circulagao sistémica, que é responsavel por levar sangue rico em oxigénio e
nutrientes, do VE através da Artéria Aorta, ao corpo inteiro (FEIJO, 2007; GUYTON, 2012;
PINHEIRO, 2012; DOMINGUES et al., 2013). A representacdo dessas camaras e valvulas é

apresentada na Figura 1.

Figura 1 — Representagcédo das cAmaras cardiacas e suas valvulas unidirecionais.

Valvula
pulmonar

Valvula
adrtica”

Valvula
mitral

Fonte: Adaptado de http://www.auladeanatomia.com/cardiovascular/coracao.htm.

Muitas doencgas cardiacas podem ter seu diagndéstico realizado de forma mais satisfatéria a
partir de uma analise detalhada do contorno do ventriculo esquerdo, pois essa camara é uma das

mais afetadas por uma grande quantidade de doencgas, que alteram seu tamanho normal e sua
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geometria original (REIS, 2007). As formas de obtengdo desse contorno sdao denominadas
métodos de segmentacao. Atualmente existem varios métodos de segmentagado, desde manual
até complexas implementacbes computacionais que realizam esse trabalho de forma
semiautomatica ou automatica, com a finalidade de evitar subjetividades que podem ocorrer
manualmente. No caso das segmentagcbes que envolvem recursos computacionais, 0
modelamento matematico é fundamental para a realizagdo dessa tarefa. Com o uso de imagens
bidimensionais varios parametros importantes para a determinacao da qualidade cardiaca podem
ser determinados, entre eles destacam-se o volume e a area do VE durante a diastole e sistole
finais. Sendo assim, uma adequada segmentacdo da cavidade ventricular se faz necessaria
(ANDRADE et al., 2004; ANDRADE et al., 2006; SILVA JUNIOR et al., 2010).

Exemplos da utilizacdo de segmentacao podem ser obtidos nos trabalhos de Andrade et al.

(2006) e de Melo Junior et al. (2010). A Figura 2 mostra uma segmentagao automatica.

Figura 2 — Resultado de uma segmentagao automatica em (a) e em (b) essa segmentagéo inserida no plano
cartesiano para posterior obtengao de pontos e suas coordenadas.

(a) (b)
Fonte: Adaptado de Andrade et al. (2006).

O objetivo desse artigo € apresentar a utilizagdo do método de splines cubicos
paramétricos a partir do software Maple', versdo 13, para a tarefa de segmentagdo do ventriculo
esquerdo humano, baseando-se ndo na determinagdo de um alto nimero de pontos desse
contorno, mas na obtengdo de um pequeno e suficiente nimero de pontos, que possam
determinar curvas que representem bem o contorno desejado.

A escolha desse método veio do fato de os splines cubicos apresentarem baixo custo
computacional em relagdo aos métodos de segmentacdo baseados em Heuristicas
computacionais e por esse método ser notadamente conhecido por se ajustar bem a um conjunto
de dados que precisam de interligacbes suaves e sem grandes oscilagdes, o que ja permite
descartar a utilizagdo de interpolagcdo polinomial com polinbmios de grau elevado. Além disso,
pela geometria normal do VE, percebe-se que interpolacdes lineares ndo sdo adequadas, pois

" Enderego para acesso a pagina oficial do software Maple: https://www.maplesoft.com/products/maple/.
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cada interpolagéo sera feita por um segmento de reta, descaracterizando assim a geometria
ventricular.

Mas por que usar splines cubicos de forma paramétrica? A resposta a essa pergunta pode
ser compreendida facilmente com uma rapida analise da Figura 2. Observa-se que mesmo ao se
colocar a regido segmentada no plano cartesiano, nem o contorno superior € nem o inferior ao
eixo X representam fungdes x — f(x), bastando-se para isso, aplicar o teste das retas verticais,
pois em ambos os contornos é possivel obter pontos que s&o imagens de um mesmo x; em X.
Sendo assim, ndo é possivel obter fungdes x — f(x) e x = g(x) que sejam representadas pelos
contornos completos, superior e inferior, respectivamente, fazendo com que uma interpolagéo

paramétrica seja uma opc¢ao para evitar essa impossibilidade.
2. Fundamentacgao tedrica para o método de interpolagao utilizado
2.1. Curvas planas parametrizadas

Quando uma curva plana C ndo pode ser descrita por uma equagao do tipo y = f(x), uma
forma de representa-la é fazer com que seus pontos (x,y) € R? sejam dados em fungéo de uma
terceira variavel t, denominada pardmetro. Sendo assim, deve-se ter x = x(t) e y = y(t), que
sdo denominadas equacbes paramétricas de C. Entdo, cada valor de t determina um ponto no
plano e quando t varia o ponto (x(t),y(t)) varia, tragando a curva C, que geralmente é
denominada por curva parametrizada (STEWART, 2011; PINTO; MORGADO, 2005).

De maneira geral, em R? é possivel definir uma curva parametrizada da seguinte forma:

Definigdo: Seja um intervalo conexo I € R. Uma curva parametrizada diferenciavel de todas as

ordens, no plano, é uma aplicagéo a: I — R? que para cada t € I associa a(t) = (x(t), y(t)).

O conjunto a(l) = {(x(t),y(t));t € I}, que é a imagem da fungdo a, é denominado trago
da curva (TENENBLAT, 2008; CARMO, 2010).

E comum se interpretar o parametro t como tempo e (x(t),y(t)) como a posigdo de um
ponto no instante t, que se desloca no plano. A curva a é a trajetéria descrita pelo ponto. Sendo
assim, é possivel se obter mais de um par de equagdes paramétricas para uma curva, ja que um
percurso pode ser feito de varias formas. Além disso, se o parametro t varia no intervalo [a, b],
segue que (x(a),y(a)) e (x(b),y(b)) representam, respectivamente, o ponto inicial e o ponto

final da curva, indicando que ela pode ser tratada de forma orientada. Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 1: Uma parametrizagdo do segmento de reta orientado de origem A = (x4, y;) e término

em B = (x,,y5) € a(t) = (x(t),y(t)), sendo que x(t) = x;(1 —t) + x,t e y(t) =y, (1 —t) +
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y,t, com t € [0,1] (LIMA, 2008). Logo, se A =(2,1) e B = (5,3), por exemplo, segue que
x(t) =3t+2 eque y(t) =2t + 1 sendo que 0 <t < 1. A Figura 3 (a) apresenta o trago do
segmento AB.

Exemplo 2: O trago da curva parametrizada «, dada por a(t) = (t* — 4t,t? — 4) é apresentado
na Figura 3 (b). Observa-se que, nesse caso, o traco da curva ndo representa uma fungdo x —
f(x), o que significa que seria impossivel obter uma representacédo do tipo y = f(x) para essa
curva, tornando a representacao paramétrica muito util.

Figura 3 — Trago da curva a(t) = (3t + 2, 2t + 1) com t € [0, 1], que € uma parametrizagdo do segmento
de reta de origem em A = (2,1) e extremo B = (5,3) (a). Trago da curva a(t) = (t* — 4t,t?> —4) parat €
[—2,5; 2,5] (b).

i

(a) (b)

Fonte: Visualizagdo no Maple.

2.2. Splines cubicos paramétricos e sua obteng¢ao no Maple

Suponha-se que sejam conhecidas as coordenadas (x;,y;) de (n+ 1) pontos em R?,
igualmente espagados no eixo X. Um segmento de spline cubico paramétrico que interpola os
pontos consecutivos (x;,y;) € (Xj+1,Vi+1), com i € {0,1,2,...,n}, é uma cubica em fungdo do

parametro t € [a, b] c R, descrita por
4 4
a](t) = (Z al-ti_l ,Z biti_1>
i=1 i=1

= (alj + azjt + a3jt2 + a4jt3, b1] + szt + bgjtz + b4]'t3),
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sendo que a;, com j € {1,2,...,n}, representa a cubica paramétrica com inicio em (xj_l,yj_l) e
término em (x-,yj), conforme se observa na Figura 4.

Figura 4 — Representagdo de um spline cubico paramétrico genérico para um conjunto com (n + 1) pontos
em R2.

}’o—_

T
xﬂ' :‘rl xg xn—l X

X

Fonte: Visualizagdo no Maple.

A equagdo a seguir, aqui considerando que o intervalo total do parametro t é [0, 1] define

um spline cubico paramétrico para esse conjunto genérico de (n + 1) pontos em R?, onde cada
=1 ]

uma de suas partes sera parametrizada no intervalo [ - ,;], conforme descrito nessa equacao.

1
( (ayq + az it + az t? + aqqt3, biy + byyt + by t? + byqt3), te [0, H]
2 3 2 3 1 2

n—1
((@1n + Aant + azpt? + @unt®,  Din + bont + bant® + bypt®),  tE€ [ ~ ,1]

A forma de obtengéo dos coeficientes a;; e bl-]- € consequéncia das condi¢bes extras, ou
condicbes de fronteira, que um spline cubico paramétrico deve ter. Elas podem ser obtidas
detalhadamente em Hughes (1990), Arnand (1993), Farin (1997) e Amirouche (2004).

O Maple, versao 13, permite apresentar esse tipo de parametrizagdo. Uma forma simples

de obté-la é apresentada no Exemplo 3.

Exemplo 3: Para os pontos A = (1; 1), B = (2; 2,5), C = (3; 2,25) e D = (3,5; 2,75) do plano,
o spline cubico paramétrico obtido no Maple, considerando o parametro t variando em [0, 1], pode

ser obtido declarando-se o vetor X das coordenadas das abscissas dos pontos, ou seja:
> X:=11,2,3,3.5]:
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Em seguida, declara-se o vetor Y com os valores das ordenadas dos pontos:
>Y:=]1,2.5,2.25,2.75]:

Como se tém 4 pontos, segue que n + 1 = 4, ou seja, n = 3. Logo, j € {1,2,3} e, por

isso, o intervalo [0,1] deve ser subdividido em 3 intervalos seguindo a relagdo [%ﬂ que
s0:[0,4] [* 2
Sao: [0’ 3]’ [3’3

] [—,1]. Esses intervalos podem ser representados pelo conjunto de pontos
declarados da seguinte forma:

>T-—[0 L2 1]-
- )313} .

Declara-se entdo o comando a seguir, para que o Maple utilize os vetores T e X para obter
a parametrizagao referente ao eixo das abscissas do spline cubico paramétrico:

> Xt: = spline(T, X, t, 3);
Da mesma forma, para a parametrizacdo referente ao eixo das ordenadas usa-se o

comando a seguir, sendo que os resultados obtidos para Xt e Yt podem ser visualizados na
Figura 5.

> Yt: = spline(T,Y, t, 3);

Figura 5 — Resultados obtidos no Maple, versao 13, para as parametrizagdes Xt e Yt do spline cubico

paramétrico que interpola os pontos A, B, C e D.
1. + 2.89999959999959990 ¢ + 0.900000000699959963 £ b
1y 1y’ 2
Xr={ 0933333333 + 3.20000000000000016 ¢ + 0.900000000480000062 [:— 5 | — 4.50000000300000025 [:— T | b
) )
2V 2\
1466666667 + 2.29999999999999552 ¢ — 3 60000000102000016 [:— T | + 3.60000000000000008 [:— T | otherwise
I I
1.+ 6.04999599959959957 ¢ — 13.5495995995995994 £ = %
% 1) 2
=1 2033333333 4+ 1.39959999589995590 ¢ — 13.9500000042300024 [:— 0 | -+ 22.5000000000000000 [:— 0 | t<
I 4
2 2y
2 516666667 — 0.400000000995999954 & + 5 5500000032100000F [.r— 5 | — 855000000300000096 [z -5 | otherwise
I I
Fonte: Visualizagdo no Maple.

Antes de construir o grafico do spline cubico paramétrico que interpola os quatro pontos
dados nesse exemplo, pode-se facilitar a sua construgdo fazendo com que as partes

correspondentes de Xt e Yt fiquem agrupadas de acordo com seus respectivos intervalos de
parametrizacdo. Para isso, basta usar os seguintes comandos:

3
1 2
> alfa2 = [Xt,Yt,tz— §]

1
> alfal: = [Xt, Yt,t =0..
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2
> alfa3: = |Xt, Yt, t = 5..1]:

Finalizando, constréi-se facilmente o gréafico da curva procurada com o comando:
> plot({alfal, alfa2,alfa3});
O resultado é apresentado na Figura 6, onde percebe-se que a curva obtida realmente

interpola entre dois pontos consecutivos na ordem dada.

Figura 6 — Traco do spline cubico paramétrico obtido para a interpolagdo dos pontos A = (1; 1), B =
(2; 2,5),C=(3; 225)e D = (3,5; 2,75).

/ —— Parte dacurvapara0 £t £ 1/3
] —— Parte dacwrvapara 113t 23
] — Parte dacwrvapara 23 212 1

Fonte: Visualizagdo no Maple.

3. Metodologia

Nesse trabalho, ndo ha preocupacao com as dimensdes reais de um VE humano, mas sim
com as dimensdes da imagem impressa, ja que o objetivo ndo é reproduzir o contorno do VE em
tamanho real, mas sim, observar se os splines cubicos paramétricos sdo capazes de reproduzir a
geometria desse contorno de maneira satisfatoria.

Sendo assim, para obter o spline procurado para um contorno ventricular esquerdo
humano, a imagem apresentada em Andrade et al. (2006) foi impressa por uma impressora Epson
XP-214 e colocada no plano cartesiano manualmente, da forma apresentada na Figura 2 (b),
sendo que o eixo das abscissas foi inserido paralelamente aos lados maiores da figura e de forma
que intersectasse o ponto médio adrtico (que € o ponto central da valvula adrtica, a qual fica na
saida do VE). Ja o eixo das ordenadas foi inserido perpendicularmente ao eixo das abscissas, de
forma que tocasse o ponto mais a esquerda da imagem.

Posteriormente, na Figura 2 (b), foram escolhidos visualmente 26 pontos do contorno
superior e outros 26 pontos do contorno inferior, e suas respectivas coordenadas foram obtidas
utilizando uma régua milimetrada. Para declarar as abscissas, superior e inferior, respectivamente,

foram construidos os vetores X1 e X2. Da mesma forma, a declaragao das ordenadas dos pontos
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dos contornos superior e inferior, foram respectivamente descritas pelos vetores Y1 e Y2. Além
disso, para fazer-se a correspondéncia entre as coordenadas obtidas e o parametro t, o intervalo
[0,1] foi subdividido em 25 subintervalos de mesmo passo, gerando um vetor T de 26

coordenadas paramétricas. Todos esses vetores podem ser observados na Figura 7.

Figura 7 — Coordenadas obtidas para os contornos superior e inferior, e também para o intervalo do
parametro t, com base na imagem apresentada na Figura 2 (b).

Sy B W A AT € I W e
L m 4717 s 4T 24T s 4707 471007 5107107 47107 57 57107
s |4 45 1 4 15 115 7 175 21 12 27 29 290 305 33 365 39 21 445 4T 505 535
L 1’ wmo* 27107 27107 1007 571007 107 §7 107 107 1007 1007 107 1007 107 571007 107 1007 100”7
565 585
1007 100
(o me A R NI
L TAT2T 0T 207 107 ST 1T ot 0t 207 107 47 57 107 27T 25T 10T 27 207 207 47 5T 587
ol .2 .7 %8 15 6 148 3 145 145 M5 15 98 85 _ B 6 _42
47 &7 107 o0t 1007 5T to07 27 1007t 1007 1007 1007 to0t 100t 100t 1007 1007
28 28 3 3% 3% 35 18 1
L 1o 100t 10t 1007 1007 100t o100t |
;hDLiiiiiliiﬂliﬁiiiﬂiiﬂﬂEﬂﬁ%
B I I T T e T S e B e D e T e T o b S S I S

Fonte: Visualizagado no Maple.

Em seguida foram usados os comandos:
> X1t: = spline(T, X1,t, 3):
> Y1t: = spline(T,Y1,¢t,3):
> X2t: = spline(T, X2,t,3):
> Y2t: = spline(T,Y2,t,3):

para se obter os splines clbicos paramétricos a(t) = (X1t,Y1t) e B(t) = (X2t,Y2t), para os
contornos superior e inferior, nessa ordem.

Fazendo > G1:= plot([X1t, Y1t, t =0..1]) e > G2:= plot([X2t, Y2t, t =0..1]), o
grafico das duas curvas pode ser plotado pelo comando:

> plots[display]([G1, G2]);

que permite a obtencdo da curva interpoladora parametrizada por splines cubicos que
representa o contorno ventricular esquerdo humano, para a imagem considerada. Para
cada um desses comandos (que foram implementados em um notebook Dell Inspiron 14
com processador Intel CORE i7), foi determinado o tempo de CPU com o comando

> tempoCPUi: = time();
4. Resultados e discussao

O tempo computacional, total, registrado para a execugéo de todos os comandos utilizados
foi de 8,649 segundos.
Como resultado da parametrizagao feita, o ultimo comando apresentado na segéo anterior

permitiu a construgao do grafico apresentado na Figura 8 (a). Ele representa a unido dos tragos
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das parametrizacdes obtidas e que interpolam os pontos considerados nos contornos superior e
inferior, descritas respectivamente por a(t) = (X1t,Y1t) e B(t) = (X2t,Y2t), sendo que cada
um desses tracos representa a juncdo de 25 curvas parametrizadas pelo parametro ¢ em um

determinado intervalo de passo 1/25.

Figura 8 — Comparagéao entre o grafico que representa as parametrizagdes realizadas, em (a), e o contorno
real, em (b).

Fonte: Elaboragéo do autor em (a) e uma adaptacdo de Andrade et al. (2006) em (b).

Percebe-se uma grande semelhanga entre o grafico da parametrizagao obtida e o contorno
real utilizado, o que mostra que os splines cubicos paramétricos podem se adaptar bem quando
utilizadas para se fazer a segmentagéo do contorno ventricular humano.

As pequenas diferengas entre as duas imagens da Figura 8 podem ser justificadas pela
quantidade de pontos analisados e também pela localizacdo de alguns desses pontos. Por
exemplo, os pontos do contorno que representam mudanca de concavidade das curvas sdo muito
importantes, pois determinam com mais precisdo a geometria do contorno. Logo, se algum desses
pontos nado for considerado, € possivel que a geometria obtida pela parametrizagdo nao

represente tao fielmente o contorno original.
5. Consideragoées finais

Este trabalho apresenta uma aplicacdo para o método de interpolagao por splines cubicos
paramétricos. O ajuste obtido em comparagdo com o contorno original deixa claro que o método
utilizado, se for estudado com mais detalhes em trabalhos futuros e também implementado
computacionalmente para deixar o processo de obtengao dos splines e dos graficos pelo menos
semiautomatico, pode ser util em aplicacbes médicas e, com isso, servir para auxiliar na melhoria
da precisdo na obtengao de alguns parametros clinicos importantes relacionados as dimensdes e
geometria do VE, facilitando o diagndstico de doencgas e seu tratamento.

Além disso, este trabalho também permite uma visdo mais ampla das possiveis aplicagbes
da Matematica em outras areas do conhecimento humano, em especial na cardiologia, onde
pouquissimos estudantes de Matematica tanto da licenciatura quanto do bacharelado, e até

mesmo matematicos experientes, conseguem imaginar essa intersecdo de areas. Portanto, ele
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pode servir como divulgador dessa aplicacéo e, consequentemente, como um motivador para que
mais estudantes percebam que existe uma vasta gama de possibilidades de pesquisa na area de

Matematica Aplicada.
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